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Dans ce Mémoire, le projectile sera considéré comme un point
matériel et isolé, c’esl-a-dire comme un corps dont la masse est réunie
au centre de gravité; etil s’agira d’apprécier Vinfluence de la rotation
de la Terre sur son' mouvement. J’en présenterai incessamment un
autre & Académie, ou I'on aura égard a la forme et aux dimensions
du mobile, et dont P'objet sera de déterminer, principalement en ce
qui concerne les projectiles de 'artillerie, I'influence que leur propre
rotation peut produire sur leur mouvement de translation.

La théorie de la résistance que les fluides en général, et lair en
particulier, opposent au mouvement des corps qui les traversent, n’est,
jusqu’a présent, qu'une ébauche trés imparfaite. On y assimile cette
force & une snite continuelle de chocs du mobile contre les Particules
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2 SUR LE MOUVEMENT
du fluide, qui disparaissent et s’ang’antiésent pour ainsi dire, & mesure
qu'elles ont été alteintes par ce corps, et quelles lui ont enlevé de
petites quantités de mouvement, proportionnelles a leurs masses et a
sa vitesse. Newton, a qui l'on doit cet essai de théorie, en avait con-
clu quabstraction faite de la rotation du mobile, et pour une sphére,
par exemple, la résistance de l'air est égale au poids d’un cylindre de
ce fluide, ayant pour base et pour hauteur, le grand cercle de la
sphére et la hauteur due a sa vitesse. Mais les expériences qu'il fit sur
la chute des corps dans l'air, lui montrérent bientét I'inexactitude de
ce résultat, et lont conduit 4 rédnire de moitié, cette mesure de la
résistance; on a jugé, depuis, cette réduction trop forte; et Borda a
conclu de ses propres observations, que la mesure de la résistance
devait étre seulement abaissée aux trois cinquiémes de sa valeur théo-
rique. 1)’aprés la théorie de Newton, modifiée par Pexpérience, la
force retardatrice, rapportée 4 I'unité de masse, d’une sphére qui se
meut dans l'air, a pour expression le carré de la vitesse de ce corps,
divisé par son diamétre et par le rapport de sa densité & celle du
fluide, et multiplié par un coefficient numeérique sur lequel tous les
auteurs de Balistique ne sont pas d’accord. Suivant Lombard (¥), et
en sappuyant sur les expériences de Borda, ce coeflicient serait égal &
environ neuf quarantiémes. Mais la loi véritable de la résistance en
fonction de la vitesse, est beaucoup plus compliquée : dans les mou-
vements qui sont, ou trés rapides, ou trés lents, elle parait s’écarter
notablement de la proportionnalité au carré de la vitesse; elle croit
suivant un plus grand rapport, dans le cas des trés grandes vitesses; et
au contraire, elle est sensiblement proportionnelle  la simple vitesse,
quand il S'agit de petits mouvements, comme les trés petites vibra-
tions du pendule & secondes (*¥).

Pour déterminer directement et sans aucune hypothése, la loi de
la résistance qu’un corps éprouve en se mouvant dans un fluide, i}

(") Traité du Mouvement des Projectiles, 1age go.
(**) Additions & la Connaissance des Tems , annie 1834, page 18.
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DES PROJECTILES DANS L’AIR. 3

faudrait considérer & la fois ce mouvement et celui que le mobile
communique au floide: par Peffet de ce double mouvement, le fluide
exerce a chaque instant une certaine pression, en chaque point du
mobile et normale & sa surface; cette pression, différente de celle qui
a lien dans I'état de repos, produit la résistance proprement dite que le
mobile éprouve, et alaquelle il faudrait encore joindre la force tan-
gente 3 la surface, provenant du froltement de ce corps contre la
couche flaide qui le touche. Clest ce que y'ai pu faire, en effet, dans
mon Mémoire sur les Mouvements simultanés du pendule et de Uair
environnant (*), et ce qui m’a conduit & déduire de la théorie, la
correction nouvelle que M. Bessel a fait subir, d’aprés l'expérience, &
la longueur du pendule i secondes. Jessaierai, par la suite, d’étendre
mon analyse au cas do mouvement progressif des projectiles dans I'air,
et de déterminer, s'il m'est possible, la pression que le fluide, qu’ils
déplacent en le comprimant d’'un cété et le dilatant de l'autre,
exerce sur leur surface, ou la résistance qu'ils éprouvent, envi-
sagée sous le point de vue que je viens d’indiquer. Je n’ai pas
besoin de dire combien la connaissance de celle loi, exacte et
générale , serait importante dans beaucoup de questions, et, par
exemple, dans le probléme de la Balistique. Mais pour Pobjet que je
me suis proposé dans ce Mémoire, J’ai pu admettre comme étant
suffisamment apprachée, la loi ordinaire de la résistance proportion-
nelle an carré de la vitesse.

Clest aussi Newton qui a donné le premier exemple de la détermi-
nation du mouvement d’un corps pesant dans un milien résistant.
Quand le mouvement est vertical, il a résolu le probléme, en sup-
posant la résistance proportionnelle, soit 4 la vitesse , soit a son carré;
mais lorsque le projectile est lancé dans Vair suivant une direction
quelconque, il s'est borné a considérer le cas de cette force propor-
tionnelle a la simple vitesse, en observant toutefois que ce cas n’était
pas celui de la nature, Les deux équations que Newton a di intégrer

(*) Tome XI des Mémoires de I'Académie des Sciences.



4 SUR LE MOUVEMENT
pour déterniiner les composantes horizontale et verticale de la vitesse
a un instant quelconque, sont lindaires, du premier ordre et i coel-
ficients constants; et les deux inconnues y sont séparédes, de sorte que
ces deux équations se résolvent indépendamment 'une de Tautre, et
que leur solution ne suppose réellement qu’une simple intégration
immeédiate. Il n’en est plus de méme dans le cas de la résistance pro-
portionnelle an carré de la vitesse: les deux incounnues entrent a la
fois daus chacune des équations du mouvement, qui ne sont plus
linéaires; et ce n’est que par une combinaison particuliére, que Pon
parvient & y séparer les variables et a les ramener aux quadratures,
ce que I'on regarde comme la solution compléte du probleme. Elle
est due a Jean Bernouilli, qui I'a donnée dans les actes de Leipzig
de 1719, plus de trente ans aprés la solution de Newton, et & une
époque cu le calcul intégral avait déja fait de grands progrés. Cepen-
dant, Euler, au commencement de son mémoire sur cette matiére (*),
exprime sa surprise de voir que Newton se soit arrété au cas de
la résistance proportionnelle 4 la simple vitesse, et n’ait pas considéré
le cas de la nature; lui, dit-il, qui a résolu bien d’autres problémes
plus difficiles. On sait d’ailleurs que la question de la trajectoire dans
un milien résistant en raison du carré de la vitesse, ful proposée
comme un défi, anx géométres du continent, par un Anglais nommé
Keil, gui croyait le probléme insoluble, parce que son illustre com-
patriote ne l'avait pas résolu. Maintenant le calcul numérique des
intégrales qui expriment le temps et les deux coordonnées du mobile
en fonctions d’une quatriéme variable , s'effectue aussi simplement
que la question le comporte, ct en poussant les approximalions aussi
loin qu'on veut. Onen peut voir un exemple dans les L'wercices de
calcul intégral, de Legendre (**), ou ces coordonnées sont calcu]égs a
moins d’un cent-milliéme de lzurs valeurs, .
Indépendamment de la force centrifuge provenant de la rotation de

(*) Mémoires de I dcadémie de Berlin, année 1553,
(**)- Tome 1, page 336.
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la Terre, et qui influe sur le mouvement des corps pesants, en dimi-
nuant la gravité, d’une quantité variable avec la latitude; celte rota-
tion produit encore, dans ces mouvements, cerlaines ddviations qu’il
est intéressant de connaitre, soit en elles-mémes, soit pour savoir
jusqu’a quel point elles peuvent influer sur la trajectoire des projec-
tiles, et 'il est nécessaire d’y avoir égard dans la pratique de Partille-
rie. Plusieurs physiciens ont mesuré, avec aulant de préeision qu’il a
été possible, les petites distances dont les corps qui tombent d’une
hauteur considérable, s’écartent du pied de la verticale. Laplace et
M. Gauss ont soumis cette question au calcul; mais en intégrant les
équations de ce mouvement & trés peu prés vertical, ils ont fait abs-
traction de la résistance de Vair, qui peut cependant avoir quelquefois
une influence extrémement grande sur le résultat. J’ai donc pensé
qu’il serait utile de reprendre ce probléme en entier, et d’en étendre
la solution au cas général ot le projectile est lancé dans lair, avec
une vitesse et suivant une direction quelconques.
- Pour cela, yai d’abord formé les équations différentielles do mou-
vement absolu dans Vespace, en rapportant & des axes fixes les coor-
données du mobile; puis y’en ai déduit les équations du mouvement
apparent, tel que nous I'observons prés de la surface du globe, ou
rapporté & des axes fixes & cette surface, qui participent, ainsi (ue
nous, a la rotation de la Terre. Ces équations différentielles sont trés
compliquées; mais, en prenant la seconde de temps pour unité, la
vitesse angulaire du mouvement dinrne est une trés petite fraction;
ce qui permet de les rédaire 4 une forme plus simple. On en déduit
alors quelques conséquences générales, dont voici les énoncés.
~ Le mouvement de la Terre empéche un liquide, contenu dans un
vase et tournant avec_une vitesse constante antour d’un axe vertical ,
de parvenir rigoureusement A une figure permanente, qui serait celle
d’un paraboloide de révolution, si la Terre était considérée comme
immobile.

Si un corps se meut sur une courbe donnée et attachée fixement a
la surface du globe, Péquation différentielle de son mouvement ne
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contient pas la vitesse de rotation de la Terre, et ce mouvement est
le méme, en conséquence, que si la Terre était en repos. Ainsi, pour
une valeur donnée de la pesanteur, résultante de la figure et de la
rotation du sphéroide terrestre, les oscillations du pendule sont les
mémes dans tous les azimuts autour de la verticale; résultat qu’il
était lmportant de démontrer, vu le degré de précision que lon ap-
porte maintenant dans la détermination du pendule & secondes, en
différents licux dela Terre. Mais le mouvement diarne et la direction
du plan des oscillations ont une petite influence sur la tension variable
que le fil éprouve pendant qu'elles ont lien, et qui n’est pas rigou--
reusement la méme dans touvs les azimuts.,

Enﬁn, quand un projectile est lancé dans l'air suivant une direc-
tion quelconque, la rotation de la Terre n'augmente ni ne diminue
la distance & laquelle il se trouve a chaque instant, du plan paralléle

a l’equateur mené par son point de départ.

Avant de chercher les intégrales des équations du mouvement ap-
parent, dans le cas géncral, d’'une grandeur et d’'une direction quel-
conques de la yitesse initiale,, J'ai considéré les cas particuliers les p]us
simples, Le premier est celui ou le mobile part d’un point situé &
une haoteur donnde au- _dessus du sol, et est abandonné i Vaction de
la pesanteur, sans qu'on lui imprime aucune vitesse parliculiére, de
sorte qu’il commence & tomber verticalement. La vitesse & son point
de départ, provenant de la rotation de la Terre & laquelle il parti-
cipe, étant plus grande que celle qui répond au pied de la verticale,
on comprend que le mobile, quand il a atteint le sol, doit s'écarter
du pied de cette ligne, & Pest ou dans le sens du mouvement vrai de
la Terre. Mais le calcul peut seul donner la mesure de cet écart,
surtout lorsqu’on a égard 4 la résistance de Vair: il fait voir, en effet,
que la déviation a lieu vers I'est, et qu'elle est nulle dans le sens du
méridien. Pour comparer a Pexpérience, la formule qm en exprime
la grandeur, Jai choisi les observations de ce genre qui ont éLé faites
en 1833 par M. le professeur Reich, dans les mines de la Saxe. La
hauteur de la chute était de 158 métres et demi; et M. Reich a con-
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clu de la moyenne de 106 expériences, une déviation a Vest, de 28
millimétres et un tiers. Il a aussi trouvé A trés peu prés six secondes
pour le temps de la chute; au moyen de cette donnée, y’ai pu calculer,
sans aucune hypothése, le coefficient de la résistance de l'air que le
mobile a di éprouver; et ensuite , la formule a donné 27 millimétres
et demi pour la déviation; ce qui différe de 'expérience, de moins d’un
millimétre. Dans le vide, cetle déviation ne surpasserait pas d’un
dixiéme de millimétre, celle qui a lieu dans lair; en sorte que dans
cet exemple, la résistance de air n’a eu qu’une influence insensible.

Quand le projectile part de la surface de la Terre, et qu'il est lancé
verticalement de bas en haut avec une vilesse donnée, on congoit
que, pendant ladurée de son élévation, il doit s’écarler de la verticale,
vers 'ouest, ou en sens contraire de la rotation de la Terre. Il semble
qu'ensuite, durant sa chute, il devrait se rapprocher de cette ligne,
et retomber & peu prés & son point de départ; mais il n’en est point
ainsi. Parvenu au point le plus haut de sa trajectoire, et lorsqu’il a
perdu toute sa vitesse verticale, le pro Jectlle en déviant vers 'ouest,
a aussi acquis une vitesse horizontale dans le méme sens, en vertu de
laquelle il continue & dévier dans ce sens, du moins pendant une
partie de sa chute. La difficulté analytique que cesecond cas présente,
est de raccorder, pour ainsi dire, les deux mouvements successifs,
ascendant et descendant, du projectile, qui sont exprimés par des
formules trés différentes, lorsque l'on tient compte de la résistance de
Pair. Pour appliquer & un exemple la formule relative & la déviation
totale du mobile, quand il est retombé sur le sol, jai supposé que
ce corps fit une balle, tirée verticalement par un fusil d’infanterie,
avec une vitesse d’environ foo métres par secoundes. La grandeur de
cette déviation varie beaucoup avec celle de la résistance de lair; en
donnant successivement au coeflicient de cette résistance des valeurs
qui soient entre elles comme quatre et trois, on trouve des déviations
vers ouest dans les deux cas, mais d’environ un et trois décimetres :
dans le vide, cette ddéviation s’¢léverait & une cinquantaine de métres;
en sorte qu’elle est réduite & un cing-centiéme desa valeur, parla plus
grande des deux résistances.



8 SUR LE MOUVEMENT

~ Jai encore cxaminé en particulier, le cas ol la vitesse initiale du
projectile est presque horizontale, ce qui comprend, pour fixer les
idées, le tir & la cible. On trouvera dans mon Mémoire les formules
qui 8’y rapportent et qui en expriment toutes les circonstances, selon
que le tir a lieu vers tel ou tel point de V’horizon. Ici, je me bornerai a
dire que la vitesse initiale étant toujours d’environ 4oo métres, et la
distance de la cible, placée au dut en blanc, égale & 200 métres, les
déviations horizontale et verticale de la balle, dues au mouvement de
la Terre, s'éléveraient & peine & un demi-centimétre, cest-a-dire
qu'elles n'influent pas sensiblement sur la justesse du tir et sont
inutiles a considérer dans la pratique. Ces déviations sont également
négligeables dans le tir du canon, et dans tous les mouvements qui
ont lieu suivant une direction & peu prés horizontale.

Dans le cas général, les effets que produit le mouvement de la Terre
dans le mouvement d’ua projectile, sont d’abord des accroissements
positifs ou négatifs, soit de I'intervalle de temps que le mohile emploie
a aller deson point de départ au point ou il retombe sur le terrain,
soit de la distance du second point au premier, ue 'on appelle la
portée horizontale. Les signes de ces accroissements dépendent de la
direction du plan vertical dans lequel le projectile est lancé: il y a
augmentation dans une direction et diminution dans une autre; leurs
valeurs sont exprimées par des intégrales doubles, dont le calcal
numdrique serait trés pénible. Le mouvement diurne fait, en outre,
sortir le mobile du plan vertical ot il a été projeté; ce qui donne liea
4 une déviation horizontale, dontla valeur se compose de deux parties
distinctes, exprimées aussi par des intégrales doubles. L'une de ces
déviations partielles est indépendante de la direction du plan vertical;
¢lle a toujours lien & droite de 'observateur placé au point de départ
et tourné vers la lrajectoire; a notre latitude, on peut la considérer

comme étant Veffet principal de la rotation du globe; et, heureuse-
ment, on en obtient des limites plus faciles a calculer que sa valeur
méme, qui se réduiront en nombres, si Uon veut, au moyen de la
iongueu} de la portée et de la durée du trajet, données par I'observa~
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tion, et suffiront pour apprécier la grandeur de la déviation. En ap-
pliquant, par exemple, ces limites au tir de la hombe, tel qu'il a
lieu dans les exercices des polygones, c'est-4-dire sous I'angle de 45°,
avec une vitesse initiale de 120 métres par seconde, qui donne une
portée d’environ 1200 méires, pour un projectile de 27 centimétres
de diamétre et du poids de 51 kilogrammes (*); on trouve que la dé~
viattion du point de chute sera comprise entre go et 120 centimétres,
lorsqu’on tirera dans un plan vertical, tangent au paralléle du point
de départ. Elle aura lieu vers le midi, quand on tirera vers V'est, et
vers le nord, si T'on tire vers 'ouest. En D’évaluant 4 un métre, et
observant qu’un tel écart & la distance de 1200 métres, répond a un
angle d'a peu prés trois minutes, il sensuit que, pour atteindre plus
stirement le but, il faudrait tirer & gauche du plan donné, dans un
autre plan qui ferait avec celui-Id un.angle de trois minutes, dont
la considération peut influer sur la jusiesse du tir et sur la chance
‘atteindre le fonneau, dans les exercices o le canonnier doit appor-
ter beaucoup de précision. La déviation horizontale sera un peu
moindre et sobservera vers Vest, quand on tirera vers le nord; elle
sera un peu plus grande et aura lieu vers Pouest , quand on tirera vers
le midi. Ajoutouns encore, que dans le tir de la bombe a grande por-
. tée, par exemple & une distance du but, d’environ 4ooo métres, ce
qui suppose une vitesse initiale d’a peu prés le tiers de 8oo métres,
sous I'angle de 45°, et pour un projectile de go kilogrammes et d’un
tiers de métre de diamétre, les limites de la déviation, en tirant a
Vest ou a Vouest, seront & peu prés 5 métres et 10 métres; en éva-
luant donc sa grandeur 4 7 ou 8 métres, on voit que dans les sidges,
des édifices el des personnes ont pu étre atteints par la chute d’'une
" bombe, 4 cause du mouvement de la Terre, et d'autres ne pas Iétre,
pour la méme cause.
Ces nombres, et ceux qu'on a cités plus haut, se rapportent a une
latitude moyenne; ils varieront avec celle du licu de Yexpérience : a

(*) La bombe de 10 pouces ct de 104 Livres.
XXFI Cakhier. 2
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Véquateur, et lorsque le tir a lieu dans son plan, la déviation hori-
zontale s’évanouit, tandis que les accroissements de la durée du trajet
et de la longueur de la portée y atteignent leur maximum; dans les
hautes latitudes, ce sont, au contraire, la déviation qui approche de
son maximum, et ces accroissements qui diminuent: au pole, la
déviation horizontale, la méme en ce point pour le tir dans tous les
plans verticaux , surpasserait d’4 peu prés moitié celle qui a lieu dans
notre région. Partout, les accroissements de la portée et du temps
sont nuls, quand la vitesse initiale est dirigée dans le plan du méri-
- dien.

€ _aessmr i

(1). Le projectile est une sphére homogéne; c’est le mouvement de
son centre de gravité ou de figure que I'on considére; on y suppose sa
masse entiére réunie, et la résistance de l'air directement appliquée.

La rotation de la Terre a une petite influence sur le mouvement
des corps prés de sa surface; son mouvement de translation n’en a
aucune; c'est pourquoi jen ferai abstraction, et je regarderai le
centre du globe comme un point fixe.

Soit G ce point. Au bout du temps quelconque. ¢, écoulé depuis I'o-
rigine du mouvement, soit aussi M le point de sa trajectoire ou se
trouve le mobile. Par le point C, menons trois axes fixeset rectangu-
laires Cx,, Cy,, Cz,, et désignons par x,, y,, z,, les coordonnées de
M rapportées a ces axes. in appelant V la somme des molécules du
sphéroide terrestre, divisées par leurs distances respectives au point
M, les composantes paralléles & ces mémes axes, de Patiraction de la

Terre sur le point matériel situé en M, seront exprimées, comme on

. - - a4V v ;
sait, par les différences partielles T o d selon qu’elles au-

ront des valeurs positives ou négatives , elles agiront dans le seus des
demi-axes Cx,, Cy,, Cz,, des coordonnées positives, ou dans le sens
contraire. Représentons aussi par ¢ la force accélératrice provenant
de la rdsistance de l'air, et par A, 4, v, les angles que fait sa direction

*
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avec des paralléles & ces trois droites , mendes par le point M, de sorte
que $cos A, @CoS &, gcosy, soient les composantes de ¢, suivant les
mémes directions que celles de Pattraction. En prenant le temps ¢
pour la variable indépendante, dont la différentielle cst constanie,
NOUS aurons

dx, dav

T = 4+ ecosA,

&y dv

= g + ecosp, (a)
ds, __ dv

x T @ -+ ¢cosv,

pour les trois équations différentielles secondes du mouvement absolu
du projectile dans 'espace.

On prendra le plan du méridien passant par le point de départ du
mobile, c’esi-a-dire, le plan de ce point et de l'axe de rotation de
la Terre, pour celui desy, et z, ; les demi-axes Cy, et Cz, seront com-
pris dans notre hémisphére, le second sera dirigé vers le péle, et le
premier sera compris dans le plan de 'équateur, ainsi que Vaxe des
x,. On représentera par r le rayon vecteur CM, par 4 Pangle compris
entre CM et le demi-axe Cz,, et par + angle que fait le plan de ces
deux droites avec celui des y, et z,; en sorte qu’au bkout du temps ¢,
les coordonnées polaires du mobile soient r, 8, +, et qu'on ait en
conséquence

z,=rcosf, y,=rsinfcos, x,=rsinfsinA.

Soit aussi n la vitesse angulaire du mouvement diurne de la Terre;
nrsin 8 sera la vitesse absolue de l'air au point M, et cette derniére
vitesse _étant tangente au paralléle passant par ce point, ses compo-
santes par rapport aux directions des coordonnées z,, ¥,, x,, seront zé-
ro, — nrsinf .sin, nrsinf.cos+, en supposant le demi-axe Cx,
dirigé vers Vorient. Les deux derniéres composantes pourront éire
remplacées par — nx, et ny,; au point M, les trois composantes de
la vitesse relative du mobile et de 'air, auront donc pour valeurs,

2.
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ahstraction faite du signe,

dz, dy,
ac’  de

dx
“+ nx, — W,
et en désignant par v, cetle vitesse, on aura

dz? dy, e dex, )2
p=S (G )+ (F—mw)

On considérera la résistance de P'air comme une fonction donnée de
cette vitesse relative; et de plus, on supposera cette force direclement
opposée A cette vitesse: on aura par conséquent

2

/2 dy . dr,
=— PCOSA, -~ NX,= —PCOSpk, ——Ny,==— VCOsSV,

al

pour déterminer les angles A, x, v, qui répondent 2 la direction de
‘¢ au point M.

Aprés qu'on aura fait une hypothése sur la forme de la fonction ¢,
les équations (@) ne contiendront plus que les inconnues x,, y,, z,,
et leurs différentielles, ou, si I'on veut, les inconnues r, 6, < ; en les
intégrant, du moins par approximation, elles feront donc connaitre,
4 un instant quelconque, la position du mobile dans I’espace; mais
dans la question qui nous occupe, c’est & des axes fixes & la surface
de la Terre, et participant & son mouvement de rotation, qu’il faut
rapporter la position du projectile, c’est-d-dire quil sagit de dé-
terminer son mouvement apparent, tel qu'on 'observe i cette sucface,
ce qui exige que l'on change les inconnues x,, y/’, z,, en d’autres

coordonnées.

(2). Soit donc O, un pointdéterming de la surface du globe. Par ce
point, menons trois axes reclangulaires 02/, Oy’, Ox'; le premier
dirigé suivant le prolongement du rayon CO, le second compris dans
le plan du méridien et dirigé vers le nord, et le troisi¢éme dans le plan
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du paralléle, et dirigé vers Uest, ou dans lesens du mouvement diurne.
Au bout du temps ¢, soient z’, 3, 2/, les coordonnées du lieu M du
mobile, rapportées & ces nouveaux axes. Si 'on suppose qu’a Vorigine
du mouvement, le méridien du point O coincidait avec le plan des
7, et z,, Vangle compris entre ces deux plans au bout du temps ¢,
sera égal & nt. Je désignerai par y la latitude du point O, ou plus
exactement, I'angle compris entre le rayon CO et sa projection sur
Péquateur; et je représenterai par I la longueur de ce rayon. Les
coordonnées du point O, rapportées aux axes Cwx,, Cy,, Cz,, se dé-
duiront de x,, y,, z,, en y faisant r==1, §=90° — 7, 4 =nt; en
sorte qu’elles auront pour valeurs Icosysinnt, lcosycosnt, Isiny.
D’aprés les formules connues de la transformation des coordonnées,
dont on change a la fois, l'origine et les directions, on aura alors

z'= (x,~— lcos y sin nt) cos nt — (y, — L cosy cos nt) sin nt,

Y = (z,— lsiny)cosy — (y, — Lcosy cosnt) sin y cos nt
— (@, — lcosy sinnt)sinysinnt,

z' = (z,— Lsiny) sin y + (¥, — Lcosy cos nt) cos y cos nt
—+ (&, — Icos y sin nt) cos y sin nt,

oun hien, en réduisant,

;P e
x’ == I, CoS m" y,s\innt,

y' = z,cosy —y,siny cos nt — x,sinysin n¢,

2 = z,8iny ~, €08y COs il + x,Cos y sinnt — L

.

d’our I'on tire réciproquement

x, == x'cosnt — y'sin ysinnt + (2’ + l)cosysinnt,
Y, = — x’/sinnt — y'sinycos nt 4~ (2' + ) cosy cos nt,
z, = y'cosy 4 (&' + )siny,

pour les valeurs de x,, ¥,, z,, qu’il faudra substituer dans les équa-
tions (a), et dans celles qui déterminent la vitesse v et sa direction.
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Les coefficients de x,, ¥,, z,, dans les valeurs de &', /, 2/, doi-
vent étre les cosinus des angles que des paralléles aux axes des z,, y,,
z,, menées par le point M, font avec ceux des ', ¥, z’; et Clest, en
effet, ce qu’il est aisé de vérifier. Il s'ensuit donc que si Pon appelle
N, ¢, v, les angles  que fait la direction de la vitesse v, contraire
3 celle de la force @, avec ces nouveaux axes, on aura

p cos A = — v COSA. COS 1t - ¢ €COS & . sin nt,
v Cos i/ == — ¢ €OSY.COS ¥ -+ v COS 2. 51n 7y COS NE 4 ¢ COSA.Sin ¥ sin nt,
P COS ¥ == —— ¢ COS Y. SIN ¥ — ¥ COS & , COS ¥ COS 1tf — P COS A .COS 7 Sin nt,

En vertu des valeurs de x,, y,, 2,, on aura aussi

%—-ny, = '%cosnt-%"—’sin vy sinnt - ‘%cos-ysinnt,
%—i—nx,———— ——A%—' sin nt—%’— siny cos nt -+ '2—"’ oS 7y cos nit,
‘-{% = %cosy—i—‘%siny,

pour les valeurs précédentes de — vcosr, — vcosu, — v CoSv; et

toutes réductions faites, il en résultera simplement

pcos A = %, v Cos p == % p cosy =—d—;.

La vitesse relative ¥ du mobile et de l'air, est donc en grandeur et
en direction, la viiesse méme du projectile dans son mouvement ap-
parent; ce qui tient 4 la pature du mouvement de rotation du fluide,
et n'aurait plus lieu, en général, si air avait un autre mouvement,
comme dans le phénoméne des vents alisés, par exemple. Si I'on ap-
pelle s l'arc de la trajectoire apparente, compté a partir d’un point
fixe sur cette courbe et dans le sens du mouvement du projectile,
on aura

ds? = dx" 4 dy" + dz'*;

la différentielle ds sera positive ainsi que dt, et les équations précé-
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dentes donneront alors

.

__ds / da’ 4y ; ___de
v = a5 COS?) = > COS o = = COSY == a0

Cela posé , les équations (@) deviendront d’abord

& o5 nt — —d—; sin v sin nt —|— Z cosysinnt

dr
& innt -+ si t — & 2
——zn(d‘ 7 siny cos n ——-Tﬂ—cos'ycosnt)——n.r,

_—-‘g——i—(pcos}\,

d’.r dy’
— sin nt — a5 sin’y cos nt —- -3-‘-; cos7y cos nt

0 t——-dj 1 innt + - — n?

—— an —‘—ﬂ—c S —Zt—sm'ysmn dtcosysmnt) ny,
dy

__———-+ @ Ccos u,

d d'z dav
dicos'y—{- sn'y——z—k@cosv;

en considérant successivement V comme une fonction dex, 7,, z,,

et comme une fonetion de &', ', 2/, on aura

CARJLA PSP & Ginne
& T & © 7, )

av av . - av . av

pra _-—-d—sm'ysmnt—gj—sm'ycosnt—l——cos-y,
v _ dv R

= d——cos'ysmn +2—cos'ywsnt+ sm-y7

et il sera facile de changer les équations précédentes en celles-ci:

de

a @y &7

= 2"(15“‘ y—So0sy) + mal + T — o

& de’

dl{ = —anSsiny-+n? ysiny — (2'+-0)cosylsiny +4 d —0 ;{: (%)
diz

dr’
2 =l cosy—n2[ y'siny — (2'+ I)cosy] cos'y—!— 7 @ds

qui seront les équations du mouyement apparent, quon se proposait
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de trouver, et que on réduira & une forme plus simple par les
considérations suivantes.

(3). La Terre étant composée de couches i trés peu prés sphériques,
concentriques, et dont chacunea partout une méme densité, la valeur
de Vest de la forme

V=44,

ot 'on désigne par f, une force trés peu différente de I'attraction au
point O, dont la distance au centre G est 7; par ¢, une petite frac-
tion qui a pour valeur, environ un 3oo‘; et par U, une fonction
donnée de z', y', z'. La valeur du rayon vecteur r du point M sera
donnée par 'équation '

= x4y + (2 -+ I

Si O est voisin du point de départ du projectile, les coordonnées z',
y', 2, seront trés petites par rapport & I, dans toute I'étendue de
la trajectoire; on pourra alors développer les différences partielles

au dU dU0

& 3 @ ot séries trés convergentes, ordonnées suivant les puis-
&4

sances et les produits de 12- , "% , il-; et le développement correspondant
de U sera

U=TF+2G+yH+ 2K+ 56+ H +elc.;

I étant une constante arbitraire, et G, H, etc., des constantes
données.

Au point O, les composantes de Vattraction, suivant les axes des
v ~av dv
ar &y r @7

Y =0, 2o, seront ¢fG, ¢fH, — f+4¢fK. Pour en déduire
gelles de la pesanteur, il y faudra ajouter les composantes de la force

2,9, 2, ou les valeurs de qui répondent & z'=o,
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centrifuge due a la rotation de la Terre; or, ses trois composantes sont
zéro , — n2lsiny cosy, n*lcos’y, en observant qu'au point O la force
centrifuge est égale & n*lcosy, et dirigée suivant le prolongement de
la perpendiculaire a Paxe de rotation, de sorte que sa direction fait
avec les axes des z', ', z/, des angles egaux 4 go°, go° -|—'y, . Par
conséquent , si l'on’ appelle g la pesanteur en ce point, et g y K,

les angles compris entre sa direction et les axes des x’, y/, 2/, on

aura

gcosg’ = ¢fG,
gcos &' %= ¢fH — nlsiny cosy, (o)

geosk' = —f-+ ¢ fR-+nlcos?y,

pour les valeurs complétes de ses trois composantes. Ces formules
doivent coincider avec les seconds membres des équations (3), en y
supprimant les termes dépendants de la vitesse du mobile, et y faisant
' =0,y =0, Z=0; ce quia lieu effectivement. On vérifiera de
méme queles composantes de l'attraction jointe a la force centrifuge,
qui répondent au point M, coincident aussi avec ces seconds mem-
bres, en y supprimant seulement les iermes relatifs a la vitesse du
projectile, et quelles que soient les coordonnées 2/, ', 2.

Le rapport de n?la g est une fraction trés peu différente de ¢; si
donc on néglige les carrés et le produit de ces deux fractions, et si
Pon observe que la force g est une quantité positive, on déduira des
équations précédentes

g =f— oK —mnlcosry, cosk= 2-1;

ce qui fait connaitre intensité de la pesanteur au point O, et
montre que cette force fait avec I'axe Oz', un angle dont le supplé-

"ment est de V'ordre de petitesse de =.

Dans le développement de V, je négligerai les termes qui ont /2
pour diviseur, et ceux qui ont I pour diviseur et ¢ pour coeflicient.
XXFI¢ Cahier. 3
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De cette maniére, on aura oo

V = lf— f + 2L - ofk + of G/ -+ ofHy'+ of K7

A ce degré d’approximation, il faudra aussi négliger les termes des
équations () qui dépendent de n* et de T'une des variables 2/, ¥/, 2';
. . ntl 1 ’
car, si l'on fait %— = &, le terme n*z’, par exemple, deviendra g-x?'-’\, et
sera par conséquent du méme ordre de petitesse que ceux qui se

trouvent négligés dans les différences partielles de V.
Cela posé, et en ayant égard aux fqrmule‘f (¢), les équations (&) se
réduiront &
dx’ dy’ . dz’ dx’
= = 2N (T{f sm'y——-—;lcosy) +geosg' —o =,

a dz' . @'
—d‘i,z—an %sm'y + g cosk — %, (d)

d’z’ 2z’ f dz'

dx' / .
F_zn—d‘—cosy+-gcoslf + 5 — 0.

mais afin de les rendre plus immédiatement applicables, nous y
changerons &/, ¥', 2/, en d’autres coordonnées peu différentes de
celles-la.

(4)- Pour cela, élevons par le point O, une verticale Oz dirigée vers
le zénith, ou en sens contraire de la pesanteur, et dans le plan hori-
zontal, perpendiculaire & Oz, tirons arbitrairement deux axes Ox
et Oy, perpendiculaires entre eux. Soicnt x, ¥, z, les coordonnées
de M, rapportées & ces axes Ox, Oy , Oz. On aura

z = —a’cosg’ . — y'cos b — z'cos K,

en ohservant que Oz fait avec les axes des &', ¥/, z’, des angles égaux
aux suppléments de g’, %', . On aura, en méme temps,

y = &' cosa’Oy 4 y'cos y'Oy + 2/ cos 2Oy,
x = x'cos 2’Ox + ¥ cosy'Ox + 7' cos 2/Ox.



DES PROJECTILES DANS L’AIR. 19
On pourra supposer que Oux et Oy s'écartent trés peu de Ox' et Oy,
de sorte que les angles &' Ox et y'Oy soient de l'ordre de petitesse de
la fraction ¢, En négligeant leurs carrés, on aura alors
cos xOx = 1, cosyOy = 1.

Je supposerai de plus, que I'axe Oy soit compris dans le plan du mé-
ridien; Paxe Ox' étant perpendiculaire a ce plan, nous aurons

cos 'Oy = o;

et comme on doit avoir
cosx’'Ox . cosy'Ox + cos 2’0y .cosy'Oy + cosg'cos K = o,
il en résnltera gussi
cosyOx = o,

en observant que le produit cos g’ cos &’ est de 'ordre de petitesse des
quantités que nous négligeons. Enfin; a cause des équations

cos 'O . c0s 2/Ox +cos 'Oy . cos 270y = cos g'cos k' = o,
c0sy'Ox .cos 20x +~ cos 'Oy . cos 2Oy ~+- cos K cos k' = o,

et de cos A/ = — 1, nous aurons
cosZOx = cos g’, cosz’Oy = cosk,
et par conséquent
, xr = x'+zcosg, _y=.y’—|—z"cosh’.

De ces valeurs de «, y, z, on déduit réciproquement
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/

— !
x' = x— zcosg',
¥y = y —zcosk,
2 = z 4 xcosg' + ycosk,

-

en négligeant toujours les carrés et le produit de cos g’ et cos 4.
‘Maintenant, aprés avoir éliminé 2/, y', 2/, des équations (d), on
les changera facilement en celles-ci :

d'x dy . dz de . ., . dy dx

- = Ay —_— — —_ b3 = 4 —_——
7= 21 (dz siny —— cosy 2n (dt cos A'siny 4 7 08 K cosy =

dy dr . dz . dx dy

) = an pousd 4 & osh’ _

7 2n — siny +2n (dt cos g'siny -} —; COS R cos 'y) R

d'z dx dy . dx . 282 dz

—_—_ = —_—C -— = o —_—— 14 — i S Shaed
o 21— COSy = 21 (dt cosg’ sin ¢ 7 t08 M sin g+ 7 ?

On pourra, pour plus desimplicité,, négliger les termes de ces for~
mules qui ont 7 cos g’ ou n cos &' pour facteur, et dont l'influence sur
les valeurs de x, y, z, serait & peu prés insensible. On négligera
par la méme raison, le terme 2451’1, provenant de la variation de la
. . . S . .
pesanteur dans le sens de la hauteur, et 'on considérera 'angley, comme
exprimant la latitude du point O.
Jadmettrai Ihypothése ordinaire de la résistance de l'air, propor-
tionnelle au carré de la vitesse; et je ferai, en conséquence,

ds?

¢ = €75

¢ élant un coeflicient proportionnel i la densité de lair au point M,
que Yon pourra, en général, considérer comine une quantité constante
dans toute I'étendue de la trajectoire: si I'on appelle £ la hauteur.due

s . ds ., ds? .
a la vitesse 7 de sorte qq’on ait -, == 28 et ¢ = 2¢g, il faudra pour
Ihomogénéité des quantités ¢ et g, que 2¢% soit un nombre abstrait,

1 . . .y .
on que ; soit une ligne. L'air étant un fluide pesant, exercera en ou-
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tre, sur le projectile, une pression hydrostatique; ce qui exigera que
Von fasse subir une diminution 3 la pesanteur g qui aurait licu dans
le vide ; de plus cette rédaction sera elle-méme susceptible dans le
mouvement progressif que nous considérons, d’'une modification sem-
blable 4 celle qui répond, d’aprés la remarque de M. Bessel, au
mouvement oscillatoire du pendule; mais nous ne nous occuperons
point ici de cette question; et nous regarderons la valeur de g comme
une donnée de 'expérience.

Les équations différentielles du mouvement apparent du projectile,
se réduiront donc finalement a

d'x dy - dz ds dx

o 2n(—asm'y—’—7~lc05'y) _— Czl-d—l,

&y dr : ds dy
-d—t,'——-—Qn—Et‘Slll’y_Cz‘B—t, (8)
dz- dxCOS . dsdz

W—zn?—t 7——-g C—Jtm.

Elles sufliront pour déterminer au degré d’approximation que 'on
peut désirer , Pinfluence de la rotation du globe sur ce mouvement ;
on n’oubliera pas que les axes des x et des ¥ sont les intersections du
plan horizontal , avec les plans du paralléle et du méridien, et qu’a
partir du point O, les x positives sont portées du c6té de Uest, les x
négatives du c6té de Youest, les y posilives vers le nord, les ¥ néga-
tives vers le midi. L'axe des z positives est vertical et dirigé de bas
en haut.

On appliquera tout-a-I'heure ces équations 4 divers exemples; au-~
paravant il y a quelques remarques qu'il ne sera pas inutile de faire.

(5). Les équations (e) s’étendront facilement au cas d’'un point ma-
tériel , assujetti 4 se mouvoir sur une courbe donnée et attachée a la
surface de la Terre. _

Pour cela, représentons par
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les deux équations de cette courbe; L et L étant des fonctions don-
nées de x, y, z. Il suffira, comme on sait, d’ajouter aux seconds
membres des trois équations (e), les quantités correspondantes

dL ;s dL dL , dn’ dL ,dL’
w‘-5+mdx,w4r+w df,w -+ @ —-

dans lesquelles » et o sont des coeflicients inconnus. On éliminera
ensuite ces deux nouvelles inconnues, en ajoutant les trois équations
aprés les avoir multipliés respectivement par dx, dy, dz; les termes
dépendants de n disparaissent en méme temps, et il vient

.

dsd’s ds3

= = — 8dz — ¢4 (f)

en observant qu'on a

dzd'x + (lyd y + dzdrz = - d.ds» = dsd's,
a’ + a’_)’-l— dz =dL==o0,

LS

9 dr +- "“ Ay - "L & ds =dl/=3¢. -
L3

On pourra tirer des équations de la courbe donnée , des valeurs de x,
¥, z, en fonctions de s; en les substituant dans I'équation (f), on
aura donc, entre les variables s et ¢, I'équation diflérentielle du
mouvement sur ceite courbe. Il en résulte qu’abstraction faite de la
partie de g qui dépend de la rotation de la Terre, cette rotation n’a
aucune autre influence sur le mouvement dont il sagit. Ainsi, par
exempie, en chaque point de la surface du globe, et pour une valeur
donnée de g, les oscillations du pendule sont indépendantes du mou-
vement diurne, et les mémes dans tous les azimuts autonr de la ver-
ticale; ce qu’il était bon de faire voir, vu le degré de précision que
-Fon apporte maintenant dans les mesures du pendule a secondes, en
différens lieux de la Terve.

La pression exercée par un point matériel sur la courbe qu’il est
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forcé de décrire, n’est pas, comme sa vitesse, indépendante de la rota-
tion du globe; c’est ce que I'ou verra en effet, en la déterminant de
la maniére suivante.

Je représente par X , Y, Z, les seconds membres des équations (e),
abstraction faite des termes provenant de la résistance de l'air; on

aura
. dj .
X = 2n(zsm'y——~~cos'y)
dx
Y = —an ' siny,

7 = zn—d—‘cos'y g5
et ces quantités exprimeront les composantes horizontale et verticale
de la force qui agit sur un point matériel pesant, en mouvement dans
le vide, prés de la surface du globe. Par le point quelconque M de
sa trajecloire, je méne trois axes rectangulaires, savoir, lerayon de
courbure, la tangente dans le sens du mouvement, une des deux parties
de la perpendiculaire au plan osculateur. Soient P ,Q, R, les composan-
tes de la méme force, suivant ces trois demi-axes ; la force Q diminude
de la résistance de l’air, fera varier la vitesse du mobile sur la courbe
donnée; la force R maultipliée par la masse de ce corps, sera une
composante de la pression exercée sur la courbe; autre composante
aura pour valeur le produit de cette masse et de Pexcés de la force

centrifuge sur la force P; excés qux sera égal a —p e ——P en désignant

par p le rayon de courbure au point M. Or, on voit que la résultante
de ces deux derniéres forces, ou la pression totale que la trajectoire
éprouvera en chacun de ses points, dépendra, a raison des forces Pet
R, du mouvement diurne du globe, de sa direction par rapport &
celle de la vitesse du mobile, et de la latitude du point O.
Supposons, parexemple, qu’on n’ait pointégard alarésistancede Vair,
et que le mobile décrive uniformément, dans un plan horizontal , un
cercle du rayon A, avec une vitesse angulaire m. En placant l'origine
O des coordonnées au centre de ce cercle, et comptant le temps ¢ 4
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artir d’un passage du mobile dans 'axe des &, on aura
P I s

x = Acosmi, y = Asinmi, z == 03

d’olr il résultera , pour ce cas particulier,

X = amnasiny cosmt,
Y = 2mnasiny sin mt,
7 = — 2mnacos ysinmt — g.

Cette derniére force, prise avec un signe contraire et multipliée par la
masse du mobile, exprimera la pression variable que la trajectoire
éprouvera dans le sens de la pesanteur. La résultante des forces X et
Y sera égale & 2mnasiny, et dirigée suivant le prolongement de a;
elle s’ajoutera a la force centrifuge mA, et il en résultera pour la
pression horizontale, une valeur constante, égale au produit de
amnA sin y -+ m*A, et de la masse du mobile. "

Si l'on’considére, deméme, le mouvement du pendule simple dansun
plan vertical, que € soit Pangle compris entre ceplan et celui des x et z,
que lon désigne par 2 la longueur consiante de ce pendule, et, a
un instant quelconque, par § Pangle qu’il fait avec la verticale dirigée
dans le sens de la pesanteur, on aura

x==acos€sinf, y=~asin€sinb, z=— Acosl, ds=rdl.

Sans qu’on soit ebligé de négliger la résistance de Vair, I'équation (f)
A . dd . ‘ .
fera connaitre sous forme finie, la valeur de Z e fonction de 8, et

I'on en conclura sans difficulté la tension variable du fil, ainsi que la
force Q perpendiculaire au plan des oscillations. En calculant cette der-
niére force, on trouve qu’elle est trop petite pour écarter sensiblement le
pendule de son plan, et avoir aucune influence appréciable sur son
mouvement,

Quoique d’aprés les valeurs générales des forces X, Y, Z, la formule
Xdx + Ydy + Ldz se réduise & — gdz, on n’en doit pas conclure



DES PROJECTILES DANS IAIR. a5
qu'un liquide homogéne, soumis i ces forces, contenu dans un vase,
et tournant .uniformément autour de l'axe Oz, parviendrait a une
ﬁgure permanente, ainsi que cela a lien, lorsqu’on a seulement égard
a la pesanteur et aux forces centrifuges des points du fluide, résul-
tantes de sa rotation. En effet, pour cet équilibre des forces centri-
fuges et des forces X, Y, Z, il faudrait que celles-ci, étant réduites
a des fonctions de x, ¥, z, satisfissent identiquement aux conditions
d'intégrabilité de la formule Xdx + Ydy -+ Zdz, savoir:

»

O O N S QR
a_i—?.d_z’dz T di? dz T dy'
Or, en désignant par m la vitesse angulaire et constante du fluide,
on aurait, dans le mouvement dont il sagit,

d dz

= F my, ——+m.z', % =0,

et par conséquent
X = 4 2nmxsiny, Y =4 2/2iny siny, L= $'2nmycos-y — 8

ce qui ne satisfalt pas aux équations précédentes, excepté au pdle, on
I'on a ¥ =go°. En tout autre point de la Terre, la figure permanente
d’un liquide tournant dans un vase, autour d’'un axe vertical, est
donc rigoureusement impossible, a raison du mouvement diurne de la
Terre; mais la vitesse angulaire n de ce mouvement étant une trés
petite fraction , moindre qu'un milliéme, quand on prend la seconde
pour unité, il s'ensuit que cette impossibilité ne saurait étre reconnue
par lexpérience,

(6). Reprenons actuellement les équations (¢) du mouvement ap-
parant d’'un point matériel entiérement libre; et supposons d’abord
que la direction de la trajectoire s’écarte trés peu de la verticale; en

sorte que les cosinus d et U 7, des angles que fait la tangente au point
Cahier XXVT*. 4
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quelconque M, avec les axes horizontaux des x et des y, soient de
trés petites fractions, dont on négligera les carrés et le produit. Les
expressions de x, ¥, z, en fonctions de #, seront différentes, selon que
le mouvement aura heu dans le sens de la pesanteur ou en sens con-
traire; nous considérerons ces deux cas successivement en commen-
cant par le premier.

Soit donc D un point de la verticale Oz, ou le mobile était situé a
Porigine du mouvement et d’'our il a été abandonné, sans vitesse ini-
tiale, & I'action de la pesanteur. J’appelle & la hauteur DO de ce point
de départ au-dessus du sol; puis, sans changer les directions des =
et des ¥, je mets & — z 4 la place de z dans les équations (e) et (f);
de maniére que la nouvelle ordonnée z soit comptée & partir du
point D et dans le sens de la pesanteur. Si on compte aussi l'arc s a
partir de ce point et dans le méme sens que z, on aura

ds = dz, 5s =2z, v =5,

en négligeant 3—;’: d:= L’équation (f) deviendra

7 =g C‘Z,Z, )

on pourra lemployer au lieu de Pune des trois équations (e), dont
elle est une conséquence; en conservant les deux premicres, on aura,
en méme temps, -

Px dz dx
o = QR(ESID’Y—I--—-COS'}') dl i

: (¢)
&y dz dy

dr .
F=-—2n—a—‘51n'y CE A
Je multiplie I'équation (f) par 2dz, jintdégre ses deux membres et je
fais

dz’d — dz  1.du,
fdpz U, T =&
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il en résulte

1 du
cm = afgdz — 2u;

équation lindaire et du premier ordre, dont I'intégrale compléte est
u = ne—2/°¥ fgr/od ( fadz) cdz,

et ol I'on pourrait supposer que g et ¢ fussent des fonctions quelcon-
ques de z : on désigne ici, et on continuera de représenter dans tout
ce Mémoire, par e 1a base des logarithmes népériens.

En remettant pour u lintégrale que cette lettre représente, et dif-
férentiant ensuite par rapport a z, il vient '

c 'f—;;; = 2¢fgdz — hce= /% fe/ed (fgdz) dz;

d'ou Yon tirera une fonction de z multipliée par dz, pour la valeur
de dt, puis une expression de ¢ en fonction de z. Ainsi I'équation (f7),
du second ordre, a coeflicients variables et non linéaire, est néan-
moins intégrable sons forme finie, quels que soient les coeflicients
g et c. Comme ils sont dans la question présente, des quantités
constantes, on aura simplement, par les régles ordinaires,

dz (c“/"-;— et 5‘>V/5-’
e~ (EIVE_’_ e—nVF)VE’

z = 2 logz (€& - Vi),

I
c

: - d
en observant quon doit avoir 7 = o et z=0, quand ¢ = o.
. . dz gy Lt .
Je substitue cette expression de 7 dans les équations (&), et J'y
fais, en outre,

dx dy
=P a =9

Elles deviennent
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(eVFE—e¥E)ge 2 ¥ F—e~ Y E)ny/ geosy
FigewE P (g VR
eVsge Ve

% — 2ngsiny -+

dg .
- -+ 2npsiny —+

D'aprés la théorie des équations différentielles linéaires, pour intégrer
celles-ci , je fais d’abord abstraction du second membre de la premiére.
Yen déduis alors ces deux autres équations :

plp4qdg | (e¥F—e=VE) Y gc _
dt + 'e‘VF+e"V§7 (p,+ ql) =0,

dp—pd .
LPP — an(p*+ g siny = o,
dont les intégrales sont
(PP+g) (e’ + eVEyP=A,
P\ .
arc (tang = q) B 4 2nisiny,
en désignant par A et Bles deux constantes arbitraires. On en conclut

___ asin{2nisiny) <4 beos(2ntsiny)
etV gc e e—¥'ge ’

__ acos(anisiny) —bsin(anisiny) |
eV'gc -+ e-¥gc ?

a et b étant deux autres constantes arbitraires qu’il faudra changer
conformément & la théorie citée, en des variables inconnues, pour
avoir égard au second membre de la premiére des équations données,
et déterminer les valeurs complétes de p et ¢.

De cette maniére , on aura

: . d . _ - <
sin (2ntsin y) Fi -+ cos (2nisin ) %b’ = 2 (eV&—evF) n\/‘%r co5%y,

. di . . d
cos (2ntsin 7)7"! — sin (2n¢ sin ) %:—.—.05
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d’olx l'on tire

c

da=2n \/g' cosy (e¥® —e-V¥)sin(antsiny) dt ,

db = 2an \/-Zf cosy (Y — e—¥¥) cos (2ntsin y) dt.

[

Pintégre ces difféventielles, puis je substitue leurs intégrales a la
. dz . d
place de a et &, dans les valeurs de p et g, ou des vitesses ; et 2. En

déterminant les constantes arbitraires par la condition que ces
vitesses soient nulles quand ¢ = o, il vient

dr ___2ng cos y l: __ zcos(ant siny)

d T ge44ntsiny L aVE e~V et
dr __ _4ngcosy sin (2n¢sin 5) (eVie — e""/_':) n sin‘y] .
de ™ gec+ 4"’ siny —K—V]—': 4 e—x\"g_t - (g“/z‘- 4+ e"V;‘-)V;; g

d’our il résulte tinalement

\J

_ ang cos:y [Z' _ 2f cos (ant sin y) dt
T = gc + 4rsin’y ° Ve e~V ]’
’4ng cosy sin(2ntsin y) dt nsiny 1 . -
—_ R - V © | — {3
Y = ot fsy LS T g ovE T g 1085 (evE e vi )]s

les intégrales étant prises de maniére qu’elles s’évanonissent avec ¢,
afin qu’on ait aussi x = o ety = o pour £ =o.

Lorsqu'a son départ du point D, le projectile aura recu une tres
petite vitesse horizontale dont les composantes paralléles aux axes des
x et y seront désignés par o’ et &', il est aisé de voir que les quantités

. - dz . d :
qu’il faundra ajouter aux valeurs de —5 et 7;% seront respectivement

2a’cos (2nt siny) 4 2'sin (2ntsiny) 20 cos (2n1siny) — 24’ sin (20500 ) .

EVE fo—t Vi ’ fVE et Ve ?

et, en méme temps, il fandra augraenter x et y, des intégrales prises
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depuis ¢=o0, de ces mémes quantités multipliées par dt. On suppose,
dans la question présente, que o et & sont zéro.

(7)- Si Von fait abstraction de la résistance de Tair, il faudra faire

c=o0,et'on aura . -
o gCO ¥
T = g [2ntsm-y — sin (2n¢siny)], ,
y = 46:12: [1 — cos (2nt siny) — 2n?t*sin?y |,
= ;gP) !

.
-

pour les formules relatives au mouvement dans le vide.
Quelle que soit cette résistance , ou la valeur de ¢, il est facile de
voir que le coeflicient de dt sous le SJgne A danslexpressmn de x, est

toujours au-dessous de ;- 'intégrale est donc moindre que - S t, et,

conséquemment, la valeur de x est p'osmve; ce qui montre que la
déviation du projectile dans le sens du paralléle, se fera toujours vers
Yest ou dansle sens du mouvement vrai de la Terre. En observant
que la vitesse n de ce mouvement est’une fraction moindre qu’un
milliéme, quand on prend la seconde pour unité, de sorte que le
produit nt ne peut étre aussi qu'une petite-fraction, dans toutes' les
expériences qu’il est possible de faire sur les déviations horizontales des
corps qui tombent d'une hauteur considérable, on conclura, sans
difficulté, de la comparaison des valeurs geénérales de x et y, que la
deuxiéme doit étre regardée comme insensible par rapport a la pre-
miére. C’est donc aux erreurs inévitables de ce genre d’observations
qu'il faut attribuer les déviations dans le sens du méridien, que quel-
ques physiciens ont observées. Il suffira par conséquent de considérer
la déviation dans le sens du paralléle, ou la valeur de x.

En négligeant le carré de nt dans l'intégrale qu'elle renferme, on
aura

f Ve +c—-r\/5‘ = = ‘/_ arc(tang =e VE;) -4V“;
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7 désignant, & Pordinaire, le rapport de la circonférence au diameétre.
Si I'on appelled le temps total de la chute employé par le mobile pour
atteindre le sol, ou tomber de toute la hauteur DO, et que Von dé-
signe par & la valeur correspondante de x, on aura donc & trés peu
prés :

A\:—_”‘_c‘”_"(:g'_ _‘7’_8‘_0_‘31-9 (t-ang=.eﬁ‘/;)+' ks ];

e . 2V ge
cette hauteur DO ayant été désignée par 2, on aura, en méme temps,

-~ h = log %Ces Vé;_*_ 8_”/5:;) ;

!
. L 3 Y ™
et dans ces équations il faudra faire

n = é(,%j_’ g=(9580557)(1 —_ 0,002588 . COS 27) N

en prenant laseconde et le métre pour unités de temps et de longueur.
Quand les valeurs de % et de 8 seront données par l'observation, la
seconde de ces équations fera connaitre la valeur de ¢ relative au
projectile dont on aura fait usage, et la premiére déterminera ensuite
la déviation horizontale, que Yon pourra comparer & celle qui aura
été ohservée. '

Pour donner un exemple de cette comparaison, je choisis les expé-
riences faites en 1833, dans les mines de Freyberg, par M. le pro-
fesseur Reich. Les valeurs de % et de § étaient

h = 158,54, 8 = 6,06;
dans le lieu de I'observation, on avait
y = 50°53, g = g,81075;

au moyen de ces valeurs, on trouve aprés quelques essais,
’ '

9 \/g?c == 0,95 , 5;:‘—“400,0!,
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. p ¢ ’ ) PR : . 3
de sorte que la ligne représentée par  élait sensiblement égale &

4oo metres; et I'on trouve ensuite

8§ = 0,027494, .

ou a peu prés vingt-sept millimétres et deml M. Reich a conclu, de
la moyenne de 106 observations,

&= 0,028356;

ce qui différe du résultat du calcul, de moms d’un millimétre. Dans
le vide, pour la valeur donnée de la hauteur %, on aurait+

8 = /2 — 5,685

et en négligeant le cube de nz dans lexpressmn de x qui répond a
c=0, et y faisant =10, on aurait aussi

5 = tgnPcosy = 0,027644;

en sorte que larésistance a augmenté le temps 8 de la chute du mobile,
de 0,375, ou d’un peu plus d’un tiers de seconde, et diminué la dé-
viation &, de 0,00015, ou de moins d’un sixiéme de millimétre.

(8). Je suppose maintenant que le projectile soit lancé verticale-
ment et de bas en haut, avec une vitesse donnée que )e représenterat
par a.

En comptant z dans le sens de ce mouvement et & partir du
point de départ O, cette ordonnée sera positive dans toute I'étendue
de la trajectoire; mais la différentielle dz sera positive dans la partie
ascendante de cette courbe, et négative dans sa partie descendante.

Jl
et o, on aura

- - .
Or, si l'on néglige comme plus haut les carrés d.;-

ds = -+ dz; et la différentielle ds devant étre constamment posi
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positive (n° 2), il faudra prendre ds — dz dans la premiére partie, et
ds = — dz dans la seconde; au moyen de quoi, Péquation (f) aura
ces deux formes différentes, savoir:

&z dz*
F = T 8 ¢
pendant que le mobile s’élévera, et

d’z dz?
F@= 87T

pendant qu’il descendra.
L’intégration de la premiére de ces deux équations donne
d2 __ (aVocostVge— VgsiniVge) Vg
& (a Vesint Vige+ Vg cost Vige) Ve’
z = 'Elog(aﬁsint Vge + cos t Vge),

o 'on a déterminé les deux constantes arbitraires, par les conditions
dz

. d .
~ = a et z=o0 quand t = 0. Ces expressions de i et z en fonctions

[ > 1 ’ a d: ] 3
de ¢, auront lieu jusqu’a I'époque otz Pon aura -;7 =— o et oi le mobile

cessera de s’élever ; en appelant & le temps de son élévation, on aura donc
a Ve cos & Vge — Vg sin ¢ Vgc = o;

d’ot T'on tire

Ve
Vecte

sin 9’\/g—c=—‘/i¢‘§f_~g, cos ¢ Vge =

et par suite
¢ 1 a‘c+
V= T}_carc<tang= a \/;’), B =_log \/f.
en désignant par %' la plus grande hauteur a laquelle le mobile

parv iendra.
XX VIt Cahier. 5
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Aprés le temps #, le corps commenceraa descendre, et les valeurs de
gf— et de z relatives a la seconde partie de son mouvement, s'obtien-
dront en intégrant la seconde équation différentielle du second ordre
et déterminant les constantes arbitraires, par les conditions %‘; =0 et
z=~h' quand ¢ = §'; ou bien, si Yon transporte l'origine des coor-
données au point le plus haut de la trajectoire, que I'on compte les
z dans le sens de la pesanteur, et le temps # & partir de I'époque ot le
mobile commence & descendre, les expressions de %f et de z en fonc-
tions de ¢, seront celles du n° 6. Elles subsisteront jusqu’a ce que le
mobile soit retombé sur le sol , ou que 'ordonnée z, ainsi comptée,
soit devenue égale & &' ; en appelant donc 6, le temps de la chute, et a,
la vitesse au point le plus bas, on aura

¥ = Llog 147 4 0B,

o = EVE —emVE) v
O T Ve L Vi)

4 cause de la valeur précédente de %', on en conclura

LV 4 ) -

et de 12 on déduit

§ — 1 Vactrgtayec

;= 7= los( Vi)
_ _aeVg

4T Vaers

Le temps total de I’élévation et de la chute successives du projectile
peut étre déterminé par l'observation; en le désignant par §, son
expression sera la somme de & et 6, en sorte que l'on aura

] \/g_Z' ',= arc (tang =a \/2) -+ log(‘ﬁ——rvgg'a—zz‘); (8)
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€quation que 'on pourra faire servir & la délermination de la cohs-
tante c, relative au mobile dont on aura fait usage, lorsque la vitesse
de projection a sera connue.

Pour donner un exemple numérique de l'application de ces diverses
formules, je suppose que cette constante c¢ et la gravité g soient
les mémes que dans le cas du numeéro précédent, et que la vitesse @
soit aussi celle qui éléverait le mobile & une hauteur % égale & la
hauteur % qui avait lieu dans ce méme cas, de sorte i{ﬁ’oﬁ ait’

¢ = o025, g = ¢9,8i075] K = 158,54,

en prenant toujours le métre et la secomie sexagésimale pour unités
de longueur et de temps. L’ expressmn de K en fonctmn de a, donnera
r ec1proquement

= \/g (em' —1) = 68,89;

on aura aussi

- \/‘%—(1 — e ™) = 46,35; .

le temps §, de la chute sera 6,06, comme dans Ie: cas d' numéro
P W
pr ecedent et quant au temps de l’elevatlon ‘on aira

8 = 5,318,

d’aprés son expression précédente en fonction de @. Dans le vide, on
aurait , par les formules ordinaires,

a, = a = 55,97, 6, = ¢ = 5,685.

Pour une élevation 4 la méme hauteur A’ , la vitesse de projection a
est donc moindre dans le vide qué dans lair , ce qui devait étre
évidemment ; mais, 4 raison de cette différence des vitesses , le calcul
montre que c’est le temps §' de Vascension dans le vide qui est
le plus grand.
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(9). Pendant toute la duréde de 'ascension du projectile, son mouve-
ment horizontal sera déterminé par les deux premiéres équations (e),

A r . d y
danslesquelles on fera ds=dz, et ol1 'onsubstituera pour 5, son expres-

sion en fonction de 7 et de @ du numeéro précédent. En y faisant,
en outre ‘ h

dI . / dj . 7

=P 5—79-
elles deviendront

dp’ I (ay/ccost Vge — Vgsine Vg ) ‘/gc

- — 2N Sl

de g smy + ayesinty geb VVgeost Vge
___an Vgeeosy (Vg sint \/gc— ay/ccost \/g_c)
-— aycsinty ge + Vgeosiy ge ’

d_q: B ;o (a Vceost ‘/g_c— ‘/ésinl‘/ﬁ-) ‘/Ec-'

de - anp siny + aVcsinty'ge + VgeostVge

/=0.

En intégrant ces deux équations simultanées de la méme maniére
8 q

que celles du n® 6, et en remettant ensuite pour p’ et ¢’ les vitesses

dx

I ui doi —
% et = qui doivent étre nulles vquand t==o0, on trouve

4n‘a Vg 8in % cosy sin (anLsiny) = 208 |/g CO8 ¥ €os (2nLsin 3)

E (ge — 4n*siny) (a |/c sinty/gc+ VgeostVgc)

2ng cosy
dy __fn’a V/ g siny cosy cos (2ntsin 3) — 2ng Vg cosysin(2nt sin )
& (gc — 4nrsin®y) (aV csintVge + Y geostVge )

__ 4 V/geiny cos 3 (aV ceost Vg — Vgsint Vige)
V ¢ (gc — 4nigin*y) (ay/ esine y/ge 4 VgeoseV ge )’

d’ou V'on tire

4n'a VT siny cosy -+ 2ng VgT €0s 3 — 2nglcos 'y
gec — 4n*sin’y

y = 4n*a Vg T sinycosy — ang Vg Tcosy

ge — Antsin’y

. 4nasm'ycosy g (a\/ sin ¢ \/g(,—-{— cost \/gC)

c(ge—4ntsin® v)

X =
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en faisant, pour abréger,

sin (2nt sin 3) dt =T
fat/zsinu/g'?+ VgeostVge 7
f . ©c0s (2n¢sin y_) de =T
ay/ csint Vgc+ V' geos tV/ ge ’

et supposant que ces intégrales s'évanouissent avec ¢, afin qu'on ait
xr=o0 ety = o, quand ¢t = o.

Si la vitesse de projection @ n’est pas extrémement grande, le pro-
duit nt ne cessera pas d’étre une petite fraction, et par la comparaison
des valeurs de x et de y, on sassurera facilement que la déviation y
dans le sens du méridien, sera aussi trés petite et négligeable, par
rapport & la déviation x dans le sens du paralléle. Quant i celle-ci,
si 'on néglige le cube de n dans son expression , et si l'on y supprime, -
en conséquence, le terme qui contient T, on aura

z =TV (T Vg ),

ou l'on prendra

' dt
T = faVEsinzt/g_c-t- Vecostyge’

ou, ce qui est la méme chose,

TI\/—{;’:af d.cost \/5?5 ‘/g d.sint V gc

(ac +g)cos* tV gc — a’c (a’c +g)sin*t Vg — g”

Ces intégrales s'obtiendront par les régles ordinaires: si on les étend
depuis t=0 jusqua t==F§, et en ayant égard & la valeur de ¢ du
numéro précédent , on trouve, toutes réductions faites,

Vactg+aye,
T \/g 2V4c a‘c+g)1 6 Vactg—aVe’

et en désignant par &’ la déviation x qui répond a =4, ou au point
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le plus haut de la trajectoire, il en résultera

___ancosy[” r I t/a’c+g+a\/5_ AR
& = ¢ LavVe(ac *g 8 Vactg—aye ]

Yappellerai D/ ce point le plus élevé, et je désignerai par o' et ¥
les composantes paralléles aux axes des x et des y, de la vitesse
horizontale dont le mobile sera animé en ce point. Leurs valeurs se

dx

. d . .
déduiront de celles de 7 et (—{7 qu’on vient de former, en y faisant

t =§; d'out il résultera

4 = zn\/g'co_sy_zncosy
c‘/;‘c_—_l-_é‘ c

Yy — fn(a—g¥)sinycosy
eVgiact+g)

en négligeant toujours le cube de n. Cela étant, si Pon transporte
Porigine des cordonnées en I'; que I'on compte les z dans le sens de
la pesantenr, et le temps ¢ & partir de 'époque ou le mobile a atteint ce
point IV, les déviations horizontales du mobile, pendant toute la durée
de sa chute, seront exprimées par les formules du n° 6, en ayant égard
aux termes relatifs anx vitesses & et & indiqués 4 la tin de ce numéro.
Au degré d’approximation ol nous nous arrétons, ces termes, dans
Pexpression de x, se réduiront & '

fnVgcosy  fnoosy de .
oy @cig <. >f¢.vg:+e—‘v"_— ’

I'intégrale étant prise depuis t==o0. Dans l'expression de y, ils auront
n? pour facteur; en sorte que la déviation dans le sens du méridien
continuera d’étre trés petile et négligeable par rapport a la déviation
dans le sens du paralléle. En représentant par &, cette derniére dévia-
tion, comptée a partic de la verticale du point I, et qui aura lieu
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quand le projectile sera retombé sur le sol, la valeur de &, se déduira
de celle de & du n° 7, en y faisant t==0,, et y ajoutant la formule quon
vient d’écrire , dans laquelle on etendra I'intégrale jusqu’a cette valeur
de ¢. De cette maniére, on aura

é‘, — an 06057'[91 4 ’(Vjé_z‘;g??) (arc( tang = V) _%’):l.

Le temps 6, est ici celui de la chute totale dn mobile, dont la
valeur a été donnée dans le numeéro précédent, et d’aprés laquelle

Vexpression de la déviation &', pendant I'élévation du mobile, pourra
s’écrire sous cette forme ;

S o= zncosy (\/ =c+g9,— 0/)

Maintenant , soit J la déviation totale du projectile, comptée de son
point de départ O et sur le sol, & Test ou & l'ouest de ce point,
selon que sa valeur sera positive ou négative ; nous aurons évidem-
ment

3:5'——)—3\,;

résultat que 'on pourra comparer a la mesure directe de cette quan-
tité 4.

Dans le cas du vide ou de ¢=o0, les équations (e) ne contiennent
pas ds ; elles conviennent donc aux parties ascendante et descendante
dela trajectoire; et comme elles sont linéaires et & coefficients constants,
on en peut déduire les valeurs exactes de x, y, z, en fonctionsde ¢,
par les régles ordinaires. Pour plus de simplicité, si Pon néglige le
carré de n, on trouvera

1 : N 1
x::(sgﬂ_. at‘)ncoSy, y=o, z::at—;gt’;

le temps ¢ étant compté & partir du départ du projectile, c'est-a~
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dire, a partir de 'époque on , v, z, '%, ‘%, sont zéro, et o1 'on a %z‘—._—a.
Quand le mobile sera retombé sur le sol, on aura encore z = o0; si donc
.on appelle toujours 8 le temps entier de son élévation et de sa chute
successives, et J' sa déviation totale dans le sens du paralléle, il en
résultera .
L N 4nad® cos
g’ 3
Cette valeur de & montre que la déviation aura lieu-a louest du
point O, et sera proportionnelle au cube de la vitesse de projection.
On la déduit aussi de la somme des valeurs de &' et J,, en déve-
loppant , suivant les puissances de ¢, d’abord les expressions de ¢ et §,,

ce qui donne

§ =22 etc., § =

8__ % | etc.:
g 3 1 g 6gr 7

puis celles de &’ et §,; et faisant ensuite c—=o0, d’otr i! résulte

N 2na® cos 3 |
‘T—J\/-‘—_— 3g‘.,_7

en sorte que les deux déviations successives 4’ et J, sont égales, dans le
méme sens, et moitié de la valeur de & qu’il s'agissait de vérifier.
Pour ¢ = o, expression précédente de o’ se réduit a

* cos
&= na ¢o );
s
‘ce qui s'accorde aussi avec celle que 'on obtient en faisant t = ‘é , dans

. d . .
Pexpression de 3"; relative au mouvement dans le vide.

(10) Prenons pour exemple, comme précédemment,

7 = 50°53, g = 9,81075, % = f4oo,01,
a= 68,89, ¢ = 5,318, 6, = 6,06;
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nombres qui supposent que le métre et la seconde sexagésimale soient
les unités de longueur et de temps , et qui repondent 4 une élévation A

du mobile dans l'air, égale & 158=,54. A cause de

- 27
,n T 86164 °
on trouvera pour ses déviations

8 = — 0,045502, 3 = —0,036471, &= -—10,08197'3‘;

de sorte qu’elles s'observeront a P'ouest du point O, et que celle qui a
lieu pendant Vascension du projectile surpassera l'autre denvu‘on
-9 millimétres. On aura, en méme temps,

ad = 0,012043,

pour la vitesse horizontale du mobile au point le plus haut de la
" trajectoire; et c’est 4 raison de cette vitesse, dirigée vers Vouest,
que dans cet exemple,, le corps retombe 4 louest du pied de la verticale
de ce point, et non pas i l'esz, comme dans le n° 7. La hauteur
%' restant la méme, oun aurait, dans le vide, A

a = 55,774, 6=15,6851, &= —o0,110572;

ce qui fait voir que la résistance de l'air a diminué la déviation totale
d’environ 28 millimétres.

Pour donner un second exemple, je supposerai que le projectile
soit une balle de plomb lancée verticalement par un fusil d'infanterie,
et que sa vitesse de projection soit

a = 43[;.
Si Pexpérience est faite & Paris, on aura

y = 48%50'14", g = 9,80896; _
XXFI Cahier. : 6
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et pour plus d’exactitude, si 'on veut tenir compte de la perte de poids
du iebile dans lair, il faudra diminuer un pe cette valeur de g,
et la réduire a g,80750.

En répétant V'expérience un grand nombre de fois, et observant
a chaque épreuve la durdée totale de 1'élévation et de la chute successives
du mobile, si I'on prend la moyenne de ces durées pour le temps 6,
Péquation (g) fera connaitre le coeflicient ¢ de la résistance, relatif au

projectile dont on aura fait usage. Pour fixer les 1dees, je prendrai
LY o

¢ = 0,004;
1. allss i w . . ’

TERE

valeur qui fe deéduit de celle qui avait lien dans* l’expérlence de
M. Reich, en admettant que ce coelflicient soit en raison inverse de la
densité et du diamétre du projectile, et que dans cette expérience, ot
il avait 0,0025 pour valeur, la densité du mobile était environ les
deux tiers de celle du plomb, et son diamétre a peu prés deux fois
et demtie celui d’une balle de fusil; ce qui donne 0,0025. 3 . £, ou &
peu prés 0,004, pour la valeur de ¢ relative & cette balle. Les unités de
temps et de longueur sont les mémes que dans I'exemple précédent.
Cela posé, par les formules des n* 8 et g, on trouvera

14 —<_—_,. 544,28, a = -+ 0,0208, a, = 49,201,
§ = 7,3567, 9, = 14’474’

pour la hauteur & laquelle le projectile parviendra, sa vitesse hori-
zontale au point le plus haut, la vitesse verticale qu’il acquiert en
retombant , les durées de son élévation et de sa chute successives, qui
sont, comme on voit, trés inégales. On en conclura ensuite

8" = —o0,13404, & = 0,0143g, &= —0,09965.

La déviation §,, qui a lieu pendant la chute du mobile, se ferait
donc a Uest du point O; ce qui signitie que la vitesse horizontale,
acquise 4 Louest pendant V'élévation, ne suffirait pas, comme dans
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Pexemple précédent, pour rendre la valeur de d, négative. Dans. le
vide, on aurait, pour la méme vitesse de projection,

K = gbor, a = —o0,9217, a = a=434:
¥ =06,— 44,245, &' s=4==—29,186, F=- 64,3792,

o1 'on voit combien les résultats seraient différents de cenx qui ent
lieu dans l'air, surtout 4 I'égard de la déviation & que la résistance
du fluide réduit 2 environ un 5Soo° de sa valeur dans le vide.

Les auteurs qui ont écrit sur la Balistique ne Saccordent pas
sur le coefficient ¢ de la résistance de lair: pluswurs méme le sup-
posent dependant de la vitesse du mobile; ce qui revient & considérer
la résistance comme n’étant pas proportlonnelle au carré de cette
vitesse. D’aprés son expression le plus généralement adoptée, et que
j’al citée dans mon Trazte' de Mécgnigue, ona

© = o’ i
p étant le rapport de la densité de lair a celle du projectile, et d son
diamétre, exprimé en metres. Le rapport de la densité du pl.omb A celle
de V'eau étant 11,352, et en prenant 825 pour celui de la densité de 'eau
a la densité de lair, qui répond.a la température, 4 la pression et
au degré d’humidité ordinaires, on aura, i peu prés,

et s1 le diamétre de la balle est
d==0,01635,
il en résultera

¢ == 0,0029275,

ou environ les trois-quarts de la valeur de ¢, dont nous venons de faire
6..
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usage. Toutes les autres données restant les mémes, on trouve

8 =— 0,20785, &= — 0,00014, 8= —o0,2099,

c’est-a-dire une valeur de & 4 pea prés double de celle que nous avions
obtenue. Clest d’aprés cette valeur de p quon a effectué plus haut,
la diminution de valeur de g, due au poids de air déplacé par la
bhalle. - |

(11). Considérons actuellement le cas général ol le mobile est
lancé du’ point O, snivant une direction quelconque, qui fait avec I'axe
vertical Oz, un angle donné 2; et désignons par @ sa vitesse ini-
tiale. ' )

Soit OA la projection horizontale de’ cetie direction; appelons ¢
Pangle AOx que fait OA avec 'axe Ox des x positives (n° 4); angle qui
sera compté vers le nord  partir de Ox, ou 4 la gauche de 'observa-
teur placé en O et tourné vers I'est, et qui pourra s’étendre depuis zéro
jusqu’a 360°. Par le point O, menons une autre droite horizontale OB,
perpsqdlculalre a OA, et telle que 'angle BOx soit égal & €+ go°. En
désignant par u et v les deux coordonnées horizontales du point quel-
conque M de la trajectoire, rappqrtees a ces axes OA et OB, onaura

" x = ucosé —esin€, y==usin€-ypcosé,

pour les valeurs de ses anciennes coordonnées x et y.
Si l'on n'avait point égard & la rotation de la Terre, ou 4 la frac-
tion n, le projectile ne sortirait pas du plan vertical des axes OA et Oz;

. d
pendant toute la durée du mouvement, I'ordonnée ¢ et la vitesse 7"‘ ,

perpendiculaires 4 ce plan, seront donc des quantités de l'ordre de
petitesse de n; nous négligerons, en conséquence, les carrés et le

prodait de et de n. Nous aurons alors

F=dr dety?
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et les équations (e) deviendront

due d du . . dz
— €08 € — ZZsin6=2nsin€siny—2n cosy
ds du d
—C -J-TCOSG dl dl 51[] g

d’u d du s dv
G siné + o= d‘, Zlcos6=—2n 7cosésm'y ¢z 7 8in G——cz —cos &,

&z __ du € C—‘E dz

—F = 2N 508608y — & —C 7,
ou, plus simplement,
g dody n % cos € cos
T Can— M ac Vs
d*v ds dv du dz
e =2 Esm'y -+ md—smé COS v, (%)
dz ds ds L du
e i e L *cos € cos y.

Pour déterminer les six constantes arbitraires que renfermeront les
intégrales de ces trois équations, on aura, pour ¢== 0, les six conditions
initiales : '

. . . du dv dz -
u==0, y==0, 2==0, 5, =@ C0S4, = 0, & =asina,

o1 'on a fait 5 =90° — «, de sorte que « soit I'angle compris entre la
direction de la vitesse @ et sa projection OA, qui sera positif ou né-
gatif , selon que le mobile aura été lancé au-dessus ou au-dessous du
plan horizontal , mené par le point O.

(12). 8i l'angle « est positif et trés petit, la trajectoire s'écartera
aussi trés peu de la droite OA, tant que le projectile sera au-dessus de
ce plan horizontal. Dans cette partie de la courbe, on pourra négliger

’ dz sopr B .
le carré de — ; et comme la différentielle du sera constamment posi-

tive,, on aura alors ds = du.
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En négligeant également le produit n % , les équations (%) se rédui-

ronta
d'u du*
P —+C I =0,
diy. du dv du .
qu—f" EE-‘:—‘—Q”ESID Ys
&'z du dz

du
75+ € =—8+2n7 05 € cos y;

ou bien, en faisant

et observant qu'on aura

du___ ,du d’v_u,dv' d'z __ _,dif
T o T wm % dw
il en résultera

a’ -

E—i— cu =0,

& o) =— ansin

du : - 7-

ji+ cz'=— &+ ancos€oos7y.
u u

En méme temps, les conditions initiales qui serviront a déterminer
les constantes arbitraires, dans les intégrales de ces trois équations
différentielles du premier ordre, seront

uw—=—a, V=0, z’=aa,

pour u == o0, en négligeant le carré de a.
De cette maniére, on trouvera, sans difficulté,

1 —Cu
v —ae ,
r_ 2n siny ( —eu
vV=—"—"(1—¢ ),
/ - cu g cu —eu 2n c088 cosy ( --ﬂ“)
=a e B —_ ik 1— .
2 = aue = (e e ™) + - e
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La premiére de ces formules donune

-

de— ! ™ du;
a
d’ou lon tire
1 cu 1
t=_ —1), u=- log (1 + act).
A cause de
dy dz
(v i dz
v= du u, z= duu ’

nous aurons aussi

dv = —%7— (ec"—r) du,

) . & acu 2n cosC cosy / cu . .
dz = adi PP (e — 1) du + —_— (e 1) du;
et en intégrant et déterminant les constantes arbitraires, il en résul-

tera

ansiny { eu
b=l —ceu—i),

acu )
ath — anle —acu—1)+

I

an cos6 cosy [ v
—{e

s —_ CUI'.—I)-

z

Ces deux derniéres équations seront celles de la trajectoire 4 double -
courbure; en y joignant la valeur de u en fonction de ¢, elles feront -
connaitre les trois coordonnées, on la position du mobile & un instant
quelconque.

(13). Pour en énoncer les conséquences, menons par le point O,
un plan perpendiculaire 3 OA et un plan horizontal.

Soit @ la distance au premier plan, du lieu E ot le projectile retom-
bera sur le second ; cette distance @ exprimera la portée horizontale; et
comme ce sera la valeur de u qui répondra 4 z =0, on aura, pour Ja
déterminer, 'équation transcendante : ‘

Acw

v — (e

—acwm—1) + Mco:———gl (e —cw —1)=0, (7)
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que Pon résoudra par des essais, lorsque les valeurs numeériques des
quantités différentes de @ qu’elle contient, seront données, et qui fera
connaitre, réciproquement, Pangle du tir, ou I'angle «, quicorrespond
a une valeur aussi donnée de =.

Si cette portée et cet angle se rapportent d’abord au cas o1 'on a tiré
dans le plan du méridien, on aura € == go° ou €==270°, selon que ce
tir aura eu lieu vers le nord ou vers le midi; et, dans les deux cas,
n disparaitra de ’équation précédente qui se réduira a

ww—-—l%(euw—zcrw—-x)=o. (])

Soit ensuite @ - n, ce que devient la portée lorsque I'on tire sous le
méme angle «, et avec la méme vitesse @, dans un autre plan vertical;
selon que la quantité » sera positive ou négative, elle exprimera
Paugmentation ou la diminution de la portée, due an mouvement de
la terre ; et sil'on néglige son carré, ainsi que le produit nn, dans I'é-
quation (), on en déduira

2na cos CCOSy( eff——cw—l)

l (2c‘w ) 23
38¢ (e "—1)—aac

Soit aussi & + ¢ I'angle sous lequel il faudra tirer dans cet autre plan ,
pour que la portée reste égale & @, de sorte que ¢ soit l'augmentation
positive ou négative de 'angle du tir, due au mouvement de la terre;
Péquation (i) donnera immédiatement

ancos6 cosy( oo
£ == — < e —Cw—1).
ac'w

Le point de chute E appartenant  la branche descendante de la trajec-
toire, la vitesse%? y sera négative; ce qui rend positif, d’aprés la valeur
trouvée pour z', le dénominateur del'expression de », et cette expres-

sion, de méme signe que cos€, tandis que celle de ¢ sera de signe
contraire. 1l s’ensuit que si P'on tire, par exemple dans un plan vertical.
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tangent au plan du paralléle, et sous Ie méme angle 2 que dans le plan
du méridien, la portée @ sera augmentée ou diminuée, selon que ce.
tir aura lieu vers 'est ou vers Vouest; et pour atteindre 4 la méme por-.
tée, il en résulte aussi qu’il faudra diminuer angle 2, quand on tirera
vers Uest , et Yaugmenter, lorsque l'on tirera vers Louest.

L’ angle a restant le méme, et le tir ayant lieu dans le plan vertical
qui répond & Vangle AOx egal A €, siYon appelle {1a valeur de T'or-
donnée z correspondante & u ==, et qu'on ait égard a l’equatlou (j)
et  la valeur de ¢, on en conclura :

Ca {= me cos‘:‘_c?"" (ef’——caa —1) =—¢@.
Enfin, soit A la valeur de ¢ qui répond & u —a , ou la déviation ho-

rizontale du projectile, mesurée par la perpendiculaire abaissée du point
E sur la droite OA ; nous aurons

A= —3;'—':%'2 (em—-.— Cw —— 1).

Cette quantité étant indépendante de €, et toujours négative, cela mon-
tre que la déviation dont il s’agit tombera sur le prolongement de
l'axe OB, c'est-a-dire & droite de 'axe OA, en regardant du point O vers
le point E. Par conséquent, si I'on fait coincider successivement la li-
gne OA, avec les quatre demi-axes des x et y, ou, autrement dit, si
Von tire successivement vers Vest, le nord, 'ouest et le midi, les dévia-
tions horizontales du projectile auront lieu respectivement, vers le mids,
Vest, le nord et ouest, en conservant une grandeur constante.

On peut remarquer qu’il existera entre les quantités £ et A, ce rap-
port trés simple : '

== —nacos6 coty,

qui ne dépendra que de Pangle € et de Ja latitude y du lieu de Pobserya-
tion.
XXFI* Cahier.
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(14). A ppliquons ces différents résultats au tir a la cible. Pour cela,
supposons le centre G de la cible, placé sur la droite OA, et son plan
perpendiculaire & cetle droite; dans ce plan, menons par le pomt G,
deux droites, I'une horlzontale et Vautre verlicale; supposons que
le soldat, qui tire du pointO, vise de son mieux vers le point
C, et que le fusil soit juste, ou n’ait, par sa construction, aucune ten-
dance  abaisser ou élever les coups, ni a les faire dewer 4 droite ou a
gauche, On prendra la distance donnée OC pour la valeur de @ et les
quantités @ et ¢ étant aussi données, on calculera I'angle « au moyen de
Iéquation (j). Or, & raison du mouvement de la terre, le point €, oix
le centre dela balle atteindra le plan de la cnble, suﬂisamment etendu,
s'écartera du point G, et ses coordonnées rapportées aux deux lignes me-
nées par ce dernier point, ou, plus exactement, leurs valeurs moyennes,
dedultes d’un trés grand nombre d’épreuves seront les quantités
Leta o

Cela posé, si T'on mesure & chaque épreuve, les coordonndes de C'
que P'on regarde comme positives, celles qui tombent , soit au-dessus
de la ligne horizontale, soit & gauche, par rapport au soldat, de laligne
verticale, et comme négatives, celles qui tombent, soit au-dessous, soit
d droite; et si:l'on désigne par m et par , les sommes de toutes ces or-
données verticales et de toutes ces abscisses horlzontales, dlvmees parle
nombre total des épreuves, supposé trés grand on aura, & trés peu prés
et trés probablement (*)

m=1{, “ = A

Quelle que soit la direction du tir, ou la grandeur de angle €, la dé-
viation moyenne x aura lien a la droite du soldat, et convergera vers la

quantité A, négative et indépendante de 6. Mais la moyenne m
~ variera avec cetangle : elle sera nulle, quand on tirera dans le plan du

{(*) Voyez, sur ce point, mon Mémoire sur Ja Probabilité du Tir & la Cible, inséré dans le
n® IV du Mémorial de I Arillerie.
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méridien ; elle atteindra son maximum dans le plan tangent 4 celui
du paralléle, et répondra & un point C/, situé a@—dessus ou au-~dessous
de la ligne horizontale, menée par le point G, selon qu’on tirera vers.
* 'est ou vers V'ouest. Si 'on veut que cette moyenne m soit nulle dans
un plan vertical quelconque , comme dans le méridien, il faudra pour
chaque angle €, augmenter la distance AC, de la quantité #, en
conservant le niéme angle «, ou bien augmenter cet angle, de la quan-
tité s, en conservant la méme distance AC.

Voyons maintenant quelles peuvent étre les valeurs numerlques de
ces déviations et 2, et §'il sera nécessaire d’ y avoir egard dans la pra-
tique. : g :

- Comme dans le dernier exemple du n° Io, je prends 434 métres par
seconde, pour la vitesse de projection &, et la méme valeur de ¢, ou, ce
qui en différe trés peu, je fais ¢ = 0,003 pour la commodité du calcul.
Je prends aussi 200 métres pour la distance OC, ou la valeur de @. Au
moyen de ces nombres et de la valeur de’'g, Iéquation (j) donne

a=127'50".
On trouve, en méme temps,

A =— 0,0062, . L= (o 0054) cos 6, 8

en prenant pour y la latitude de Parls. Or, ces devnatmns ne sont pas
assez considérables pour influer sensiblement sur la justesse du tir, ni
méme pour qu'on puisse les apprécier dans les moyennes de longues
séries d’épreuves.

Dans le vide, on aurait

na* siny
@ = 20‘, A . - a 2

et en employant les donndes précédentes, on en déduirait

a=17'56", A=—0,0049, &==(0,0044)cos€;
700
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quantités moindres que leurs analogues dans l'air, de sorte que, pour
une méme portée et une méme vitesse initiale, la résistance du fluide
augmente l'angle du tir et les déviations du projectile dues au mouve-
ment de la terre.

(15). A cause de la petitesse de la fraction n, on peut, quel que soit
Pangle #,déduire des équations (%), des valeurs trés approchées de x, y,
z. Nous allons en donner les expressions, en nous bornant aux termes
dépendants de la premiére puissance de cette fraction, dont on a'déja
négligé le carré pour parvenir  ces équations.

- En négligeant d’abord tout-a-fait la fraction n, on sera dispensé d’a-
voir égard & la seconde équation (%), et les deux autres se réduiront aux
equatlons ordmalres dela Bahstzque, savoir, *

Pur, e
T Cqa =0
dz = _dsdz

dt’,+ Za TE=0-
on tire de la premiére,
du —cs
—==acosse ,

dt

en comptant lares a pa1t1r du pomt de depart O, et observant qu'on a

du
alors - = a cos « pour s=o. Sl Von fait ensulte
da du N
&~ Pa>

la seconde des équations précédentes deviendra

dp du .
a @ = 8
? h) d b 4
et d’aprés la valeur de 57, il en résultera

204

r=—f ®)

du a* cos* &
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On aura, en méme temps,

en sorte que p sera la tangente de I'angle que la tangente a la trajectoire,
au point quelconque M et prolongée jusqu’a l'axe des u, fait avec cet
axe. Au point O, on aurap=tang «; dans la branche ascendante de cette
courbe, p sera une quantité positive et décroissante; an point le plus
haut, on aura p = o; dans la branche descendante, p se changera en
une quantité négative et croissante. Au point E ol le mobile retombe
sur la droite OA, si Von désigne par «' Pangle aigu compris entre EO et
-la tangente & la trajectoire, et par @ la longueur de EO, on aura
p=—tang & pour u=w: on appelle a et ', I'angle de tir et angle
de chute, et @ la poriée ; dans le vide on aurait

’ a? sin 2e
¢ =ua, @®==—"
g

L’équation (k) ne contenant, ni le temps ¢, ni sa différentielle ¢, est
celle de la trajectoire; et comme on a

Vi o+ p* du=ds,

si on la multiplie membre membre par celte autre équation, et
qu’on intégre ensuite, on aura
2CS

p\/l-t-p +log(p+\/1+p)——/f 82 . (I)

ca’ cos*a?
k étant la constante arbitraire, doat la valeur se déterminera en faisant

s=0 et p==tanga, ct sera, en conséquence,

k=tangay/1+tang? «~+ log (tang a +V/1 + tangia) + —£

ca® cos’ «”

Cette équation (1) fera connaitre Parc OM de la trajectoire, en fonc-
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tion de la variable p qui se rapporte & son extrémité M. En la combi-
nant avec les formules précédentes, et faisant, pour abréger

k—p\/1+p* — log (p-i—-\/x_-:_p’)=P‘,
on en déduira , sans difficulté,

dp=—=— P g P g 4 .
du——P'c’ dz——_ﬁ, dt—'—‘PVg_—;; (m)
équations qui’donneront par les quadratures, les valeurs numéri-
ques des coordonnées de chaque point M de la trajectoire, et du
temps ¢ que le mobile emploiera pour décrire Parc OM. On en dé-
duit aussi
4 __ Vel +p9
dt — p Ve

pour la valeur de la vitesse du mobile en ce point M, qui s'exprimera,
comme on voit , sous forme finie. Au point le plus haut, par exemple,

ou I'ona p=o, onaura
“_ \/E
da— Y d

Le rayon de courbure au point quelconque M s’exprime également en
fonction de p; en le désignant parR, on a

3
(1 p*) du
R=— CE2EE,
et, par conséquent,

R 022

Pe

v

Il en résulte que si Yon appelle £la force centrifuge en ce méme point,
on aura

| &

— & .
==

T Vit

f=

==
2
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de sorte qu’au point le plus haut, elle est égale  la gravité, cequi doit
étre , en effet, puisque ces deux forces s’y font équilibre, quelle que soit
la résistance de l'air, qui leur est perpendiculaire.

Si nous faisons

tanga=—w, tange =do,

et si nous désignons par § le temps entier du trajet du projectile, au-
dessus de ladroite OA, ou depuis le point O jusqu’au point E, les valeurs
de = et § Sobtiendront en intégrant celles de du et dt, depuis p —o
jusqu’a p = — &/, ou, ce qui est l]a méme chose, depuis p ==— o' jus-
qu’a p=uw, en changeant les signes des résultats; ce qui donne

. “ tl[) T e dp.
Log— f P Vé'cf P

Et comme au point E, on a z=o0, on aura, en outre, cette équation
transcendante :

» pdp

— P2

=O’

qui servira a déterminer la valeur numérique de &/, quand celles de o
et de % seront données. ‘ .

Sans la résoudre, on en peut conclure que 'on aura o’ >0, ou que
I'angle de chute surpassera toujours 'angle de tir. En effet, J’écris d’a-
bord cette équation sous la forme '

@ pdp = pdp __
fo P o PO

B
puis jemets —pet —dp A la p]ace dep et dp dansla seconde intégraley
ses limites devnennent zéro et o'; et il en résulte

*pdp __ [~ pap
fo P TS, Q¥ (n)

ol 'on désigne par Q ce que P devient par le changement de signe de p,
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de sorte qu'on ait

Q=F +p Vi p +log(p + Vi+p),

en observant qu'on a identiquement ,

log (—p Vl-—n—p’)-e—log(p—&— Vi1 +p’)=0-

Or, pour une méme valeur de p, cette quantité Q2 surpasse P2; les élé-
ments de la seconde intégrale sont donc moindres que ceux de la pre-
iniére; par conséquent, pour qu’elles soient égales, il faut que les
limites de la premiére soient moins étendues que celles de la seconde
ou qu'on ait » < &'; ce qu'il s'agissait de prouver.

Chacune de ces- deux intégrales divisée par ¢, exprime la plus
grande hauteur a laquelle le mobile s'éléve dans I’air; en sorte que 'on a

1 [rrd
Z—b °P\?

en désignant par Z cette hauteur maxima.

(16). Pour avoir égard maintenant aux seconds membres des équa-
tions (%), je désigne, en général, par la caractéristique 3, placée devant
une inconnue quelconque, la partie de sa valeur qui dépend de n. Cela
étant, il faudra substituer dans leurs premiers membres, les valeurs

du dz » : ’ : c du dz
de 5 et ; que lon vient d’obtenir, angmentées de d 7 et & 7, ety met-
dv . dv . . y . y oy , .
tre 8 = au lieu de 7 ; mais puisquon doit négliger le carré de n, il suf-
fira d’employer, dans les seconds membres, ces valeurs précédentes de
du @ . _— L
’-j—;‘- et ‘—E; et de cette maniére, en multipliant ces équations par d? , nous

aurons
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du | ; d,
d.&tf -&-cds.é‘%‘.—_— ZPP cost cosy,

cP?,
d.§ %u - cds. 8% = 2% gin, ——Pdpsm €cosy,
't dt cP?
dz dz andp
d.é‘;17+cd§.337 —3- cos€ cosy.

On simplifiera ces équations, en faisant

du — CS dv — ¢S dz — c5
Sq=ue ", $g=ve ", Fg=ze "

En les multipliant ensuite par e, et ayant égard & I'équation (7) de la-
quelle on tire

ec; — a‘/L—‘COSu P’

elles deviendront
d
du, ==L cos acos € cos
Pvg ’y,
2nadp . 2napdp :
= "% cosasiny— L cosa sin 6 cos
#=3 Ve YT P o8y

dz, = — 2% cosa cos€ cosy.

! Py gc
De ces formules , jointes aux précédentes, on conclura

du an cosCcosy (" pdp
L f__,

cP
5 dv ansiny @ 2n sin€ cosy (pdp
:iT P f !
é\dz_ 2ncos € cos)fdp.
a— cP . P?

les intégrales étant prises de maniére qu'elles s'évanouissent a Porigine

du dz
du mouvement, on quand p=w, attendu que les valeursde — et 3

. , d ‘ . . -
du numeéro précédent, et 7 =4 %:o, satisfont déja aux conditions

XXVl Cakier. 8
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de la vitesse initiale. Quant & l'accroissement de la vitesse méme , il se
déduira de ceux de ses composantes en observant que d’aprés l'expres-

blonde—— don®11, ona

ds __ du ndu dz nds__ 1 du dz \
Sa=m0%+ == +ri5) ‘

d’ot l'on conclut
ds ancosl cosy pdp f:ig
A\d‘ CPVI-{—p (f P P P)'

'En intervertissant 'ordre des caractéristiques d et J, on a

=@ ‘@& T A & d

Si donc on multiplie les équations précédentes par dt; que I'on y mette
pour cette différentielle, la troisiéme formule (m); et que I'on intégre
ensuite, on aura

2n c0s6 €os d] d,
S = — cosy i: fu),
cV ge

: U 6 cos d
Sy — ansm;,f( an sink sin yf pdp
v “ eV ge chc ( f )
. 2ncos§cos'y @f@ .
dz= c Vgc f(P’ P )’

les secondes intégrales s’évanouissant aussi quand p =,

De ces trois formules , on déduit cette équation
sin € cos ¥ du + cos € cos y dv + cosydz==0,

indépendante de n, et qui fait voir qu'au degré d’approximation ou
‘mous arrétons, la rotation de la terre n’augmente ni ne diminue la
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distance du projectile, pendant toute la durée de son mouvement, au
plan du paralléle passant par le point O.

(17). Dans chacune de ces mémes formules, les deux intégrales
successives peuvent étre considérées comme des intégrales définies,
prises depuis » jusqu’a p, ou, si I'on veut, depuis p jusqu’a o, afin de
rendre la variable p croissante et sa différentielle positive dans toute
Pétendue des intégrations.

Si T'on étend ensuite la seconde intégrale depuis p = — &' jusqu’a
p==w dans la premiére formule, et seulement depuis p = o jusqu’a
p=uw dans la troisiéme, on aura les accroissements de la portée et
de la hauteur maxima dus au mouvement de la terre, savoir :

: ¢ cos dp
S 2ncos b ¥ f p
@ eV J—w (&S5,
__ 2ncosbcosy @ dp
L= c Vgc f ( )
quantités qui s'évanouiront I'une et Pautre dans le plan du méridien
ou Pon a cos 6 =o.

De méme, si nous faisons, pour abréger,

Y- ERILELD
ncos @ pd|
=22 LG

si, de plus, nous désignons par A la déviation totale du projectile, d’'un
c6té ou de Vautre de OA , clest-a-dire la distance du pomt E ou il re-
tombera sur le plan horizontal mené par le point O, a cette ligne
OA, nous aurons

A==V 4 V'sin €

et cette déviation s'observera a la gauche ou 4 la droite de I'observateur
‘ 8..
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placé en O, et tourné vers OA, selon que sa valeur sera positive ou
négative. Le premier terme V exprimera cette valeur, quand le tir
aura lieu dans la direction du paralléle; et cette quantité, d'aprés
son expression , étant toujours négative dans notre hémisphére o
la latitude ¥ est positive , il s'ensuit que la déviation s'observera alors
vers le midi ou vers le nord, selon que I'on tirera vers U'est ou vers
Vouest : ce sera le contraire, comme cela doit étre, dans Pautre
hémisphére. Le second terme V’sin€ exprimera Fexcés, positif ou
négatif, de la déviation, lorsque 'on tirera dans un autre plan, sur la
déviation relative au plan vertical tangent au paralléle.

Au point E, P'angle de chute o'+ d»' devra étre tel que l'on ait
z~Jz ==o0; par conséquent, si I'on met o —4-d»' au licu de » dans
Iexpression de z, et que I'on étende, dans celle de Jz, la seconde
intégrale depuis p = — &' jusqua p =, on aura

lfm pdp 2ncos€cos-yj ( f’ _g _
cf —o — 4o P’ chc - 14 P -

en négligeant le carré de do’, et désignant par P’ ce que P devient

quand on y fait p= —d/, on a, d’ailleurs,
@ pdp . ® pdp '3’ .
—a gt P P2 T TP

et comme cette derniére intégrale est rendue nulle par la valeurde o,
il en résultera
S = 21 cnchosy f ( fh dp)
o Vgc

pour la partie de 'angle de chute, due au mouvement de la terre.
Enfin, si l'on met o' -+ 84’ & la place de o, dans expression de 8,
et que l'on néglige le carré de &', on en conclura

— }m’
% = Fyge ’
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pour la valeur de df correspondante a celle de d»'. En comparant ces
valeurs & l'expression de V, on aura aussi

= — V}”t{? cos c.‘
o'V gtangy

-

Ce sera l'accroissement positif ou négatif du temps que le mobile em-
ploiera & aller du point O au point E.

18. L’application de la méthode des quadratures aux intégrales
doubles que-ces diverses formules contiennent, exigerait des calculs
trés pénibles; mais on y suppléera par les considérations suivantes qui
nous conduiront & des valeurs numeériques assez approchées pour qu’on
puisse ]uger de U'influence du mouvement de la Terre sur celui du
projectile.

La plus petite et la plus grande valeur de P répondent & p=uwet

dp=2d,etsont \/g(' +) o P’; quelle que soit la vanable p, on

aura donc -
VDL < v

on a d’ailleurs

di’ "dp ——-—d (fud})
Py . »

et par conséquent
JIGS (f ¥ =
( .-. —_— k -~ cl @.;
d’otr il résultera , abstraction faite du signe,

v ~ nw’siny v < nP'rn’\/_;:_siny.

acosa’ Ve

En ayant égard i Pexpression de 8, on trouvera pareillement
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V> nﬂ‘PI’/;’égﬁl_“/_ ,  V < nf'acosasiny.

Pour des valeurs donnédes de « et a, les tables du tir feront con-
naitre les valeurs de 8 et @ qui entrent dans ces limites de V, ainsi que
Vangle de chute o et sa tangente o' , d’'oti I'on déduira la valeurde P/,
an moyen de I'équation

P/._:”-’(—‘%-‘L‘) + »VI + o + log (@ + VI + o)

+ o Vi+ "+ log (¢ + VI + o).
Je prendrai pour exemple le tir de la &ombe » tel qu’il a lieu dans

les exercices des Polygones. Le poids et le diamétre du projectile étant
51 kilogrammes et 27 centimétres, on trouve a peu prés 2500 métres

pour la valeur de  calculée par la formule du n° 10, et rapportée a

Vétat ordinaire de l'air. Sous Pangle de tir de 45° la vitesse corres-
pondante & une portée d’environ 1200 métres , est évaluée par Lombard
4 un peu moins de 120 métres, de sorte qu'en prenant toujours le
métreet la seconde pour unités de longueur et de temps, nous ferons

w=1, a = 119,04 ¢ = 0,0004.

En employant aussi 'angle de chute, la portée et le temps du trajet ,
calculés par l¢ méme auteur (*), nous anrons, en méme temps ,

2 = 508, @ = 1182, § = 16,25.
Au moyen de ces données jointes a celles-~ci :

g = 0,8075, ¥y = 48°50'1}, n = ts_(i%i{ ,

(*) Traité du Mouvement des Projectjles, p. 231.
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on trouve d’abord N
P = 2,0343;

et 'on obtient ensuite
V > o900k, V < 14374,
pour les limites de V qui dépendentg de @ ; puis

V > 0,7736, V <1,2253,

pour celles qui se déduisent de 8.
B .

On conclut de l'un ou l'autre de ces deux couples de limites, que
quand on tire vers V’esz ou vers louest, sous l'angle de 45 degrés, et a
une distance du but d’environ 1200 métres , la déviation & droite, due
au mouvement de la terre, doit étre & peu prés égale &4 un métre; en
sorte que pour atteindre le but, il faudrait viser & gauche dans un
plan qui ferait avec celui du vertical tangent au paralléle, un angle
d’a peu prés trois minutes, dont 'arc répond 4 un 1200° du rayon.

Si Pon fait V= —1, dans l'expression de 48, on en dédunira

8= (0,01368) cos €;

c'est-a-dire que le mouvement de la terre n’influe pas sensiblement
sur la longueur du temps 6.

(19). Les élémens de lintégrale double que renferme Pexpression
de V' n’ayant pas le méme signe dans toute I'étendue des intégra-
tions, on ne peut pas en déterminer des limites , comme nous venons
de le faire pour l'intégrale contenue dans V. Mais dans Pexemple
que nous avons choisi, on a

l{=5,727l ;

et pour cette valeur de £ , celle de V' peat étre réduite en série conver-
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gente, ordonnée suivant les puissances descendantes de %, dont il
suffira, dans la question qui nous occupe, de conserver les deux
premiers termes.

En faisant, pour abréger,

P ViFF +log(p+ViFp)=q, PP=k—y,

on aura, de cette maniére,

/;“.Eg‘p._—‘ ;,‘-;/;ﬁpdp+:i—:7—; /;'quﬁ; *
Ir;ais on a iden;iq;lemeﬁt

dg=2v/T¥ P dp;

en faisant aussi pour abréger,

o\i+e+log{e+ Vi+s)=h,
-et intégrant par partie, on aura

[ gpdp =3ha* =L qp— [ P ViFF 4

donc, & cause de
[ pdp=1; (&> —p?),
[ PViFFae=je( + @) —ip(+p) —gh 50,

il en résultera

3 H
ol L JE Sy Iw—gp () —pOP) | h—g
_fp P 2‘/;(# p=)+ iivE iV + STV

Nous aurons ensuite
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[ G = [ @)+ o [, =P gdp

3 3
_ (" sz Y et I Lt £ U L Bt YA RN
4'(,- ‘/',;f__u' [(IP zP(1+P) +4q]dp U 4]‘«.‘/.{ )'

La valeur de &/, déduite de équation (n), ne différera de » que d’une
uantité de l'ordre de petitesse de ; ; an degré d’approximation ou
q petites i) g PP

nous nous arrétons, on pourra donc faire &’'=» dans les termes
de cette équation qui ont A*VA pour diviseur; les deux derniéres
intégrales que son second membre renferme, se réduiront alors &
zéro , comme étant composées d’éléments qui sont deux a deux égaux
et de signes contraires ; et quant a la premiére, on aura

[ @—pydp=["_ (s —pYdp+ [ (@ —pdp,
ou simplement

f:., (0* —poydp = g o,

en observant que I'intégrale f __,.' (o*— p*) dp se réduit aussi a zéro,

lorsque 'on néglige le carré de @ — w. On aura donc

3
. het — i.(.+.=f+lh]
Ja T P Vet st

pour la valeur approchée de U'intégrale double,
Dans le cas de & = 45° et @ =1, on aura

he=V2 4 log (1 + \/f_z)=; 2,256,

parce qu’il sagit d’un logarithme népérien que l'on doit multiplier
par 2,3026 pour le convertir en logarithme ordinaire. En faisant
XXFI< Cahier. 9
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usage, en outre, de la valeur de k citée plus haut, on trouvera

© (dp LOPN 6 05
f_.,.' v/, P)—-o,oo';gr.

Au moyen de cette valeur et de celles de n, 7, ¢, g, du numeéro

précédent , on trouvera
_ o V' =o0,2219;

ce qui montre que-la déviation 4 ne varie pas beaucoup, lorsque

le tir a.lieu successivement dans différents plans verticaux. On aura,

‘én méme temps, : '

1

dw = — (0,2219) cosé;

en sorte que l'influence du mouvement de la terre sur la longueur de

la portée, nesera que d’a peu prés un double décimeétre dans son maxi-
mum,

(20). En général, lorsqu’il s'agit d'un projectile dont le poids et le
diamétre sont considérables, et que 'angle du tir n’est pas trés petit,
ni la vitesse de projection trés grande, la constante & est trés grande,,
et le mouvement différe peu de celui qui aurait lieu dans le vide; c’est
pourquoi, il ne sera pas inatile de considérer le cas ol la résistance de'
Vair serait tout-a-fait nulle.

Faisonsdonc ¢==0, dans les équations (%); elles se changeront en des
équations linéaires et a coeflicients constants que 1'on pourrait intégrer
sous forme fimie, par la méthode ordinaire; mais en continuant de-
négliger, comme dans le n° 11, le carré de n, les valeurs appro-

chées de u, ¢, z, qui y satisferont, et qui rempliront les conditions ini-
tiales du mouvement, seront

u = ta cosa — ni? (a sin & — % gt)cosé’ cosy,
¥ == —nat’cosasin y - nt! (a Sineg — é gt) sing cosy,

z == tasina —> gf* 4 nf* a cosa cos 6 Cosy.
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On aura, en méme temps,

ds* .
d—:,= @ — 2gtasina -+ g'e,

pour le carré de la vitesse 4 un instant quelconque, qui ne dépendra
pas de n, au degré d’approximation olt nous nous arrétons.
En conservant toutes les notations précédentes, on aura-d’ahord
] 332 SR
24 sine’ a® sin 2«
=", o= )
g - 5 g

abstraction faite de n, et ensuite, en y ayantégard,

>
39 = %’i sin 2a cos € cos 7y,
3, 3 .
o = 4';‘: sin & cos* ¢ cos 6 cosy — 4_,:'6: sin®« cos £ cosy;

et si on observe que la déviation désignée par A, n’est autre chose
que la valeur de ¢ quirépond a z—o0, on aura aussi

) . . Bna® . .
A— — 4;—',’ sin? & €oS asin y -+ _3%:— sin3a sin € cosy.

Dans I'exemple du n° 18, ot 'angle du tir était de 45°, et la vitesse
d’a peu prés 120 métres , on trouvera

8=17,237, @=1457,

en prenant la seconde et le métre pour unités; et si Pon com}‘)are ces
valeurs 4 celles que Lombard a calculées, on voit que la résistance de
Vair avait diminué le temps du trajet, d’un peu plus d'une seconde,
et la portée, d’a peu prés le cinquiéme de sa grandeur dans le vide.
On aurait, en outre,

80 = (0,01426) cos €,

d@ = (0,8036) cos &,

A = — 1,3788 4 (0,8036) sin €;
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en sorte que dans le vide comme dans 'air, ce serait par la déviation
horizontale du projectile, que Vinfluence du mouvement de la terre se
manifesterait principalement.

Pour ¢c=o0, on a P'==; ce qui rend les deux limites de V qui dé-
pendent deP’, égales & zéroet l'infini, et par conséquent illusoires. Celles
qui sont indépendantes de ¢, conviennent également au cas du mouve-
mentdans l'air et & celui du mouvemeat dans le vide. En y substituant
les valeurs de @ et de § qui conviennent A ce dernier cas, ces deux li-
mites deviennent égales entre elles, et au premier terme de la valeur
précédente de A, abstraction faite du signe.




