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RESUME ANALYTIQUE

. DE LA

THEORIE DES MAREES

TELLE QUELLE EST ETABLIE

DANS LA

MECANIQUE CELESTE DE LAPLACE

Yarmi toutes les questions qui sont traitées dans la célebre Meéea-
nique céleste de Laruace, celle qui contient analyse la plus délicate
est, sans contredit, la Théorie des marées.

Peu de gens, en France, lisent attentivement, la plume & la main,
la Meécanique celeste, et, parmi ceux qui la lisent, il en est trés peu
ui osent aborder sériensement cette théorie des marées dont la lec-
ture, peut-étre plus difficile que celle des autres questions, n’intéresse
guere que les marins ou ceux qui habitent les ports du littoral fran-
¢ais.

Pendant plusicurs années, I’Académic des Sciences a mis au con-
cours la question suivante : « Perfectionner en quelques points essen-
tiels la théorie des marées. »

Personne ne s’étant présenté powr entrer en lice, la question a été
retirée.

Comme, cependant, cette théorie est une des plus saisissantes ap-
plications du principe d’attraction universelle, découvert par Newrox
qui, le premier, a indiqué la cause réelle des marées et en a donné
une théorie, premier jalon posé pour traiter cette question, il semble
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naturel de faire tous ses efforts pour compléter et perfectionner la
théorie unalytique dont LarLace, & la suite des travaux de Newrox,
de Daniel Beryouviit, d’Euier, de Mac-Lavniy et enfin de d’Avemsent,
a donné un savant exposé dans la Mécanigue céleste.

11 m’a donc paru utile, pour appeler sur cette question attention
de quelques-uns de nos savants officiers de marine ou de nos profes-
seurs d’hydrographie, de donner un résumé analytigque des travaux de
Lapuace sur les marées, en indiquant bien l’enchainement de toutes
les parties de son analyse et en montrant méme les points qui, selon
nous, peuvent paraitre un peu hasardés.

En faisant ce travail ¢t en le publiant, je m’efforce de eontinuer
cette vulgarisation scientifique et astronomique, pour laquelle j'ai
déji publié la traduction francaise du célebre ouvrage de Gauss sur
le Mouvement des planetes; les Passages de Vénus sui le disque solaire;
les Méthodes de Haxsex et de WooLnousk sur la prédiction des éclipses ;
la methode suivie par LE VERRIER pour la découverte de~la planéle

Neptune, cte., etc.
Paris, 26 décembre 488%.

Dans sa Théorie des marées, Pillustre LarLace s'est proposé de
déterminer une équation permettant de résoudre le probleme sui-
vant :

Trouver quelle doit étre, & un moment donné, la hauteur de Ueaw en
un point donné du globe et, subsidiairement, quelles doivent étre, dans
ce liew, les heures des plus navtes mers, Uélévation maximum des
eaur, ainsi que les heures des plus passes mers et Uélévation minimum
des eauzx.

Toute sa théorie reposant sur les équations qu’il a données dans
son Livre 1er, Chapitre IV et Chapitre VIII, relativement & Uéquilibre
et au mouvement des fluides, nous croyons nécessaire, en raison de
ses notations, de rappeler, succinctement, la manitre dont il a traité
ces deux uestions.

Aprs avoir rapporté la position des points du liquide & trois axes
de coordonnées rectangulaires X, Y et Z, il considire le ligquide
comme composé de parallélipipedes rectangles infiniment petils.
dont les trois dimensions da, dy et dz sont respectivement paral-
leles aux trois axes.
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1l appelle p la moyenue des pressions qu'éprouve l'unité de sur-
face sur la face parallele au plan des XY du parallélipipdde élémen-
taire passant par le sommet @, le plus voisin de Iorigine des coor-
données, et dont les coordonnées sont x, y et 3.

1l admet que p est aussi la moyenne des pressions qu’éprouvent,
sur Punité de surface, les deux faces passant aussi par le sommet @
et contigués A la premitre.

Cette pression moyenne p est supposée, par Pauteur, une fonction
de la situation du petit parallélipipéde considéré, c’est-i-dire des
coordonnées x, y et 5 du sommet .

Larrace fait voir qu’en vertu du principe d'égalite de pression et de
la différence des coordonnées de ses sommets, le petit parallélipiptde
est soumis, suivant les trois axes de coordonnées, aux pressions

. @@ @

5[2 s ﬂf , (’] étant les dérivdes partielles de p, fonction de
dx dy dz

a, i et z, prises par rapport & ces variables.

Il nomme ensuite P, Q et R les trois composantes, suivant les trois
axes de coordonnées, de la force accelératrice qui sollicite le parallé-
lipipede élémentaire, dont il désigne par p la densité. Les forces P, Q
et R sont supposées tendre & augmenter les coordonnées; et ¢ est une
fonction de x, y et 3, ainsi que les forces P, Q et L.

En s’appuyant sur le principe des vitesses virtuelles, Larrace établit
alors I'équation

1) Sp=p (P32 + Q8y+R3z)

qui indique que la variation de la pression moyenne est égale au pro-
duit de la densité du parallélipipede par la somme des travaux él¢-
mentaires des forces P, ) et R.

En faisant remarquer que Sp étant une variation exacte, le second
membre de 'équation (1) doit en étre une aussi, il arrive i la relation

@ o=r(g) () +v (&) -+ () +e (&) — (&)

dz
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qui est celle gqui doit exister entre les forces P, Q et R pour que
Véquilibre soit possible.

Si le fluide est libre” & sa surface, dit Laprace, ou dans quelques
parties de cette surface, la valeur de p sera nulle, et par suite §p=0.
Sans que Yon suppose p nulle, on aura 8p =0 si 'on suppose~la
pression constante. En nous placant dans cette hypothese, on aura,
d’apres Péquation (1),

Pz -+ Qdy 4 R3z =0,

c’est-d-dire que les variations 8, 8y et 87 seront assujetties & appar-
tenir & cette surface.

Laruace fait ensuite voir que lorsque les forces P, Q, R sont le
résultat de forces attractives, la variation P3x -}- Q8y - R8z est une
variation exacle.

En nommant 8¢ cette variation, on aura, d’aprés V'équation (1),
Iéquation

(3) bp=p3o.

ce qui indique que la densité p est une fonction de p et de ¢, C’est-h-
dire qu'on a

ct, par suite,
8P=f((?: p) 8o,

Et comme, en intégrant cette dernidre équation, on obtient ¢ en
fonction de p, on pourra donc avoir p en fonetion de p, et, récipro-
quement, p en fonction de p.

Larrace en conclut que la pression p est donc la méme pour toutes
les molécules de méme densité. Ainsi, on doit avoir

Sp=20

pour les surfaces des couches de la masse liquide dans lesquelles p est
constant. )

* Nous ne savons pas ce que veut dire LAPLACE : S7 le fluide est libre! On sait que
tous les liquides ne peuvent se maintenir dans cet état que lorsqu’ils supporlent une
pression. Ainsi, dans le vide, les liquides se vaporisent instantanément. C'est la pression
atmosphérique qui maintient les eaux de I'Océan a I'état liquide,
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Pour ces surfaces, nommées couches de nireaw, on a la relation
0=P3zx+Q8y+4 Rz

De ceite premitre analyse sur Péquilibre des fluides dont la surface
extérieure est libre (disons dont la pression est constante) et qui
recouvre un noyau solide fixe et de figure quelconque, LaprLace con-
clut qu’il faut, et il suffit :

10 Que la variation

P8z 4 Qdy+Réz.

50it une variation exacte;
20 Que la résultante des forces qui agissent sur la surface exté-
rieure soit dirigée vers cette surface et lui soit perpendiculaire.

L'illustre auteur de la Mécanique céleste détermine ensuite les équa-
tions relatives au mouvement d’unc masse fluide.

En partant de I'équation générale de I'équilibre des fluides, et en
s’appuyant sur le théoréme de o’ ALeMBERT, aprés avoir fait remarquer
que, dans état de mouvement, les forces qui produiraient équi-

libre seraient
d*r\ | 2y dz
r—(FE)e- (7)) - ()

N

il arrive & Péquation

() ou (F) 3V p—“(tue)“”(@”‘(dﬂ)

dans laquelle on a

IV ="P82 4 Q8y 4 Roz.

Les coordonnées x, g, 5, d’un point liquide sont, dans le cas du
mouvenent, fonctions des coordonnées «, b, ¢, de ce point, ¢ Porigine
du temps, et aussi fonctions du temps. )

En raison de cette considération et au moyen de Péquation (F),
Larrace indique comment on peut arriver & une équation différentielle
pouvant fournir trois équations aux différentielles partielles entre les
coordonnées , y, z, les coordonndées primitives a, b, ¢ et le temps &.
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11 cherche ensuite les relations & établir pour remplir les condi-
tions de la continuité du fluide.

11 considere, A P'origine du temps, le petit parallélipiptde rectangle
dont les dimensions sont da, db et de, et sa transformation en un
parallélipiptde obliguangle aprés le temps dt. Pour avoir le volume
de ce petit parallélipipede obliquangle, il exprime d’abord sa hau-
teur qu’il trouve égale &

dz
<a> de.

Par des considérations géométriques et analytiques, il trouve, pour
dimensions dy et dz de la base de ce parallélipipede

@G,
)

. e
= ()6 ()-8 () + 5 )
- (@) (#) (@) + (@) @ (@) - (@) @) (2)

Il en conclut que le volume du parallélipipéde obliguangle est

et

6 da, db, dc

En appelant () la densité du parallélipiptde rectangle & Vorigine,
ct ¢ la densité de ce parallélipipdde devenu obliguangle, apris le
temps ¢, il arrive & Péquation suivante, relative & la continuité du
fluide :

(3) ou (G) p (8) = (p).

Pour donner aux équations (F) et (G) une forme plus commode,
Larrace introduit dans ces équations les vitesses
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o=(5). o=(B) =(%)
TA\dt)’ dt)’ —\dt

de la molécule fluide, parallelement aux axes des a, des y et des z
11 obtient alors & la place de I'équation (F), 'équation suivante :

o v () (o )+ ()]
T2y (dt +<dz> +( ) ( >‘J
o[+ (e () (8)°)

Etala plaée de Péquation (G), il trouve

(7) ou (K) (‘ii) + <dd = ) <df,f> + (d(;::)

Laerace démontre ensuite que I’équation (H) est susceptible d’inté-

gration dans un cas fort étendu, & savoir lorsque udx 4¢3y + véz
est une variation exacte de x, y et z, ¢’est-a-dire lorsque I'on a

(8) ou (m) udz 4 vdyf-viz=

Dans cette hypothese, I'équation (H) devient

oo ov==)ods (6 5+ ()]

(ui, intégrée, relativement & o, donne

V= [F=(@) @)+ @) + (@]
plus une constante.

11 est & remarquer que la fonction ¢, une fois connue, donnera les
valeurs de u, v et v, puisque, d’aprés équation (8), on a évidem-

ment :
_{de __ {49 _ {99\
=@ =@ @)

En introduisant ces valeurs de , v et v dans P’équation (K), on
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trouve que, pour les fluides homogenes, 'équation relative & la conti-

nuitd du fluide est
ar | (@9) 4 (P8
() + (@) + ()=

Larrace démontre aussi que si la variation

udz-fv8y -+ viz=38¢

st une variation exacte d uninstantT, elle le sera & tous les moments.

Lorsque les mouvements du fluide sont trés petits auteur fait
remarquer que, dans I'équation (H), on peut négliger les produits
de 8z, 8y et 82 par w, v et v. Cette équation (H) se réduit alors &

Done, si p est une fonction de p, le second membre est une variation
exacte, et on a, dit LAPLACE,

p_/d
) V—I?”= ),

équation qui, pour les fluides homogénes, étant jointe & la relation
d*e dto Ao\
)+ (ih) + () =0

renferme toute la théorie des ondulations trés petites des fluides homo-
génes.

LarLace étudie ensuite le mouvement d’une masse fluide homogéne
douée d’un mouvement de rotation autour de 'axe des x. Ainsi il
suppose, par exemple, que les eaux de la mer n’ont d’antre mouve-
ment que celui qui leur est commun avec celui de la Terre. Autrement
dit, il n’a pas encore égard aux attractions développées par les corps
célestes.

Il appelle n la vitesse angulaire de rotation, et il conclut que les
vilesses linéaires de la molécule fluide, dont les coordonnées sout
e, y et 2, sont, parallélement aux trois axes :

=0, v=-—n3, v=ay.
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En introduisant ces valeurs dans équation (H), elle devient
| )

=cV-Lat[ydyt:8z],

o &’
=

équation dont les deux membres sont des rariations exactes, et qui
est done possible.
L’équation (K), relative & la continuité du fluide, devient

_ dp dp i dp
0=dt 7[?) {—vdt<ﬂ>+\dt R

dz
.
dquation qui est évidemment satisfaite si p est une constante, c’est-d-
dire si le fluide est homogene.

Larrace fait alors remarquer que les équations qu'il vient de
trouver se réduisent & celles de Véquilibre d'une masse fluide,
données plus haut, sollicitée par les mémes forces et par la force
centrifuge due aw mowvement de rotation.

Et il ajoute que si la surface de la masse fluide est lilre, ou sou-
mise & une pression constante, on a &p = 0, et, par suite, que
I'on a

(12) 0 =28V4a(ydy+z8z).
Et comme la force centrifuge F, & la distance l/yﬂ+:~‘-' est, évidem-
ment,
2 (32 -+ 27) e T
Fe 7;;__::_7 =N Vy + 2%,

En la multipliant par I'élément de sa direction

WP o= !I°!I+3"5’
on trouve
n?(yéy 4+ s8x).

Donc, d’apres 'équation (12), on peut conclure que la résultante
de toutes les forces qui animent chaque molécule de la surface exte-
riewre doit étre perpendiculaire 4 cette surface, dirigée vers inté-
riewr delamasse fluide et égale et de sens opposé  la force centrifuge.
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Laprack fait remarquer que le cas qu’il vient d'examiner est un de
ceux dans lesquels expression

wdx 4 vdy4-v3z

nest pas une variation exacte, puisqu’elle devient, par U'introduction
de la rotation n considérée,

28yt vds=—n(z8y—y8z),

(ui n’est pas une variation exacte .

Sans préciser encore les forces qui peuvent troubler unc masse
fluide, Laruace détermine les relations analytiques qui concernent les
oscillations d’une masse fluide, recourrant un sphéroide doué d'un
mouvement de rotation n, autowr de Uaxe des X, et supposé tiés pew
dérangé de son état d’éguilibre, par Uaction de forces trés petites.

11 suppose fixe le centre du sphéroide et le prend pour origine de
trois axes de coordonnées rectangulaires, fixes aussi, et dont Iaxe
des x n’est autre chose que P'axe de rotation du sphéroide.

Considérant alors une molécule fluide s, il définit sa position, &
Vorigine du temps, par sa distance Om =7 au centre de gravité du
sphéroide supposé immobile et par les angles mOX =8¢t POY =w,
P étant la projection de e sur le plan des ZY.

En supposant quwapres le temps ¢, sous Uinfluence des forces (ui
Paniment, la molécule se déplace,

le ravon » deviendra » -} s,
I'angle 8 8 +au,
et Vangle = o+ nt 4 at.

Si Pon appelle o, y, = les coordonnées de la molécule m, au bout
du temps ¢ elles seront

= (r -} as) cos (0} au):

x
Y = (r -+ as) sin (04 au) cos (nt+ o 4 «v).
s={(r-as) sin (0 + aw) sin (n¢ 4 o+ av).

(13)

En introduisant ces valeurs dans I'équation (F), du mouvement des
fluides, on arrive, en négligeant le carré de «, & une équation dési-
gnée par (L) par LapLace, et qu’il écrit spontanément, sans indiguer

* 28y - y5% = §xy est bien une variation exacle, mais 28y — y &z ne Uest pas.
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les caleuls a Vaide desquels on passe de cette equation (F) @ Uéqua-
tion (L), & Paide des relations (13).

Pour montrer combicn la lecture de la Théorie des marées de la MECANIQUE CELESTE est
ardue, la plume a la main, nous allons faire voir & I'aide de quels calculs, d’aprés nous,
on peut passer de I'équation (F) & 1"équation (L).

Si, dans les équations (13), on remplace

cos (0 + aw) par (cos § — aw sin 8)

sin (8 4 aw) par (sin 6 4 aw cos 6)
cos (nt 4w - av) par [cos (nt -} @) — av sin (nt 4 @)]
sin (né - o - av) par [sin (nt 4 @) - avcos (nt +o)],

Et si nous effectuons les multiplications de ces expressions par (r - as), cn négligeant
les termes conlenant «*, nous trouvons &

z=rcosbfascos —rausind.
y=1rsin 0 cos (nf -} =) + rcos 8. an. cos (nt + m) - «s. sin b cos (nt + =)
(1% — rsin 8. av. sin (ot +w).
z==rsinfsin (nt+ o) + reosh au. sin(nt 4 a) 4 as cin 8 sin (nt - @)
-+ rsin 6. av. cos (nt o).

Des formules (13) nous déduisons :.

greos (04 aw) — (r as) 30 sin (04 au).
=grsin (0 + aw)cos (nl+ o4 av)
A (r 4 as) cos (8 -+ au) cos (ni 4 w |- «v) 36
— (r F as) sin (0 - au) sin (ot + o+ 20) do.
ds==8rsin (B4 2u)sion(nt o4 av)
- (r - as) coz (8 4 au)sin (nt + o 4 av) §6
—+ (r 4 23) sin (8 4 aw) cos (nt 4w 4 av) S =
En développant les sinus ct eosinus, et faisant cos au == cos av =4, et sinau =au,

sin @y ==av, on obtient, en effectuant les multiplications ct en négligeant les lermes
on af)

cx

3y

dx=g8rcosf—gr.au. sinb—rsin036 —raucos030-—assin039o.

Sy =5 [sin 0 cos (nt 4 &) 4 au cos b cos (nt 4 w)~— av sin 6 sin (n ¢ 4 @)]
4 56 [r cos 8 cos (n{-4-w) —raw sin § cos (ni-f-w)—ravcosdsin (né4 o)

- ascos b cos (nt 4 =m)]
-+ 8 [—rsin 0sin (nt o) —raw coshsin (nfd-o)—rovsinbeos(ni+o

(13) — as sin § sin (nt 4 @)].
5z == §r [sin 0. sin (n¢ 4 &) + au cos O sin (nf-}- =) }-av sin B cos (ni @)}
- & 8 [reosfsin(nt + o)—r ausin bsin (a4 w)-f-r.av.sinbsin(ni4-w)

-} @z cos O sin (nt + o)}
-} 8w [+ sin 0 cos (né-}- ) +-au cos 6 cos (nt--m) —r.av sin b sin (néf-o)

+ 8. sin B cos (nt 4 &))].
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Pour avoir les seconds coefficients différentiels
(d’x d? y) (d’ z)
dt’)’ die/)’ \d¢
nous allons différenticr les équations (44), par rapport au temps ¢,

On trouve, pour premiers coefficients différentiels, en remarquant que s, wct ¢ son
seules fonctions du temps :

(d””) —=acos (‘“) (d“) ino
'a’ = a C qt —ra -‘-i—" smu,

(%) = —nrsinbsin{nt }-m) 4 reosb.a <%> cos (nt 4 )

d
- n.r. au cos §sin (at f-a@) 4-a (d_D sin @ cos (nt -+ )

. d
— n.assin §sin (nt 4 o)—rsinba (d_vt) sin (nt 4 o)
—nrsin . av cos (nt - ).

(g;) =mnrsinf cos(nt |- w)-f-rcosfa (%—’t) sin (nt + &)
d
4 nreosf. au. cos (nt-t-w)-a (-5—;) sin 8 sin (nt 4+ o)

d
+n. as. sin b cos (nt-}-w) + rsinfa. (—%) cos (nt + o)
— nrsin 8. a v, sin (n{ 4 ©).

Et ensuite, pour seconds coefficients différenticls

/ (d’m)_ 6 d’s) 00 dm)
-d—F =a C0S (Z‘—g -1 sSin a(-ﬂ; .

(‘-fl—g-) =—n*rsinfcos (nt + o)t recosha (%:;) cos (nt -+ @)
—2rncosb.a (%) sin (nt 4 @) — n*r cos B au cos (n + o)
;3

+a (%’) sinfcos (nt + o) —2na (Z—j) sin 8 sin (nt 4 &7)
. . oy

— n*as.sinfcos (nt o) — 7 sin fa (—é—t;) sin (n¢ 4 o)
dv\ .

{16) ~‘2nra.<7-t) sin 0 cos (vt - @).

d2z AT AN
(_ﬂ) =—n*rsin0sin (nt -+ o) |-rcosf.a <F> sin (nt + o)
4 2nrcosba (%) cos (n¢ @) — n*r cos B.au, sin (0l 4- @)
1 d
+a (Eﬁi) sin 0 sin (nt—{—m)-*—?n-usinﬂ(ﬁ) cos (nt 4 o)
. . . (d"v
— n2as. sin 8 sin (vt o) 4 rsin 6.« \_d_t") cos (nt | =)

d .
—2nr.asinf, <7l—vt> sin (nl 4 @) —n*r. «v. sin 6 cos (v 4 4 ).
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Pour former les produits
. [l d*y d’:)
o () (G o ()

Nous allons, a Paide des relations (15) et (16), former successivement les termes en 88,
puis en 3w ct enfin en §r, en négligeant toujours les termes contenant a®.
Pour former les termes en § 8, ne contenant pas a*, nous multiplions les termes de

d*x ) . ay
ﬁ) par — r 36 sin 0, terme cn §0 de 3, puis les termes de o par

r¢o0s 0.8 8. cos (nt 4~ @), d’abord,

et ensuite, le premier terme seulement par les autres termes de 8y en 360; ¢t enfin, les

termes d <d,:> var
rmes d¢ IF pe

7 cos 8. §0. sin (nt -} &), d’abord,

¢t ensuite, le premicr terme seulement par les antres termes de §x en 39!
Nous trouvons ainsi, succesivement, en metlant §0 en facteur commun, et en numéro-
tant les Jdifférents termes, en vue de la réduction,

1 %
dts . dtu
_ i 58 (= * o 5in? § { —
30 [ rasin0cosd (dt’) - r* asin 0<d£’>]
3 s &
-+ 56 [-—- n*r? sin 6 cos 8 cos® (nf f-m) 12 cos?bcos? (nl+4-w) a <7t_?>
’ L]

1 3
—2nricos* b.a <£—;—-£> sin (nt+4-7) cos (nt-to) —n*r® cos® D.au. €05 (ni4-m)
o

1
d*s\ s
+ar IF sin 6 cos 6 cos® (n! + m)
1]

8
d
—2nra <}T,t> sin 0 cos0sin (nt--o) cos(nt4-or)—n*r.as, sinbcosbcos® (nt-+a)

10
d!

—7r*sinbcosfu (d—tv> cos (nt 4 ) sin (nt - w)

Lo 1 12
—2 nr’a(%)sinecosﬁcos’(nt-}—m)-}—n’r’sinecosﬁa v.sin(al-4-w)cos (ntt-w)
13 14 M

4+ 2% aw sin? 0 cos® (n ¢ 4 &) 4~ n 7t av sin b cos O sin (nt 4 @) cos (nt -} @)
15

—n*r, as sinfcosh cos? (ntJ- m)]

4
-+ 38 [— n°r® sin 0 cos 8 sin® (Rt +-&7) 4~ 7® cos® Ba <_¢§17u> sin® (nt 4 @)

18 19

+-2nrtcost 02 <%l{> sin ({4 ) cos (n {-m) —ntrocos* 0. au. sin® (nt-}-w)
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dis\

28
+ar. (ﬁ) sin 8 cos 0 sin® (nt ')
’) 21
- . s S
+2nr. a. sinfcos b (d_t> sin (nt -} w) cos (0t - @)
23

28
. N s
—n*r.assinbeosd sin® (n(--w)-4-r2 sinf cosb. 2 <—L(ll—t-';> sin(nt-o3) cos (nt+o)
2%

. d
—2nr*asinbcosd (;E—:) sin? (nf 4 =)
25 . -
— 1%, av. sin 6. cos 0 sin (nt-}-a) cos (0t 4~ w) - n* r* gu. sin® 0. sint (nt 4 =)
27 28

— nriaosind cosbsin (nf-f-wm) cos (nfw) — 0t r.xs. sinhcos. sin? (nt-]—m)] .

En faisant la réduction des termes semblables, on trouye ;

dtu
Que lcs termes 2, 4 et 17 donnent . « (—-—)

ae)’
» 1, 7et’20 » 0,

» 5 oet 18 » 0,
» 8 et 21 » 0,
» 10 et 23 » 0,
. dv
» 41 et 2% » — 2n12asind cos 0 (—d—t>’
» 3 et 46 » —n®r? sin B cos B,
» 6 et 19 » — 2’7t au. cos 6,
» 9 et 22 » —n*r.as. sinfcos 0,
» 12 et 28 » 0,
» 43 et 26 » 2% rd ausin® 0,
» 15 et 27 » 0,
» 15 et 28 » —n*r, as, sin § cos 6.

Nous {rouvons done, pour les termes en 3 8, et en mettant i part les termes en a° :

: 1
art5é d——-?) —2mnsin0cos b <[—£>]
(4N e T

—n* 56 (2 sin 0 cos 8 4 r* aw cos? 0 4- 2 rag sin § cos § — 1t ww, sin? 6).

Pour former les termes 3w, ne contenant pas «f, multiplions tous les termes de
d: . . .
(-ﬁ) par —2sin 6. 3a. sin (n! 4 ), terme sans «, en o de y, le premier terme
: d*z
seulement par les autres termes, en o de Sy, tous les termes de <7t-’> par
rsinf. 3w cos (n¢-}-wm), terme sans o, en $w de § 5, et enfin, le premier terme seulement
par les autres termes en §or de 3 5. Nous trouvons ainsi, successivement :
REV. MAR. -— AVRIL 1885.
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1

o] [—}- n* 7 sint § sin (nt - @) cos (nl -} =)

— 7 asinfcosd (d ) cos (n ¢} ) sin (ni 4 =)

3
du
+2r*nsinbeosb. « < ) sin® (nt - @)

- n® 7% cos 0 sin 8. au. cos (n¢+m) sin (nf 4 ®)
ds
—arsm’e( ) sm(nt—l—w) ¢os (nt -+ w)

+2a.n.r (t; > sin® 0. sin® (nt o) F-as.n?rsin® 8 sin (n -} ) cos (nt -} o)
8
4 r*asin® 0(12) sin®(nt-tw)-2rinsin®f. a. < )sm(nt-—}-a)cos(nz-l—n)
10
—nrrtsin® 0. av.sin® (vl o) - ntrt av. sin’ O c0s? (nt -} =)
12
— a7 ausin 6. cos 0. sin (n¢ - &) cos (nt 4- @)
13
~-atr s sin® b, sin (nl - ) cos (né -} m)]
111

+ 8w [— n? r?sin® 8 sin (nt -} o) cos (nt+ )

-+ a sin 6 cos 6 (d ) sin (n¢ 4+ &) cos (nt -+ w)
18
+2nr*sinbcosf. a (ili )cos nt4w)

17
— n*r*sin 6 cos 6 o w. sin (n¢ -+ ) cos (n¢ -+ @)

+rasin®d (d ) sin (nt 4 w) cos (nt 4 @)
dﬂ bl
+2narsin®§ (dt) ¢0s* ({4 o) = 02 ». a8 sin® 0. sin (nd 4-w) cos (nt 4 w)
2
-+ asm’e( )cos (nt+ o) —2nrfasint 0(—) sin (nt-}-w) cos (nt +-w)

23 Bl
—n*rtav sin? @ cos? (ntJ-w)4-n*r. aw sin 0 cos 6 sin (nl -+ w) cos (vt -+ )

23 25

ntrtap, sin® 0 sin® (nt o) —n*rasin® 8 sin (nt ) cos (ot m) | .
4
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En faisant la réduction des termes semblables, on {rouve :

Que les termes 4 ¢t 44 donnent 0,
» 2 et 45 » 0,
X . du
» 3 et 46 » 2nrtasind cosd (7;),
» ket 47 » 0,
» 5 et 48 » 0,
» 6et49 » Qnarsin’e(z—z),
» 7 et 20 » 0,
£
» Bet® »  rtasin®d (%'i ,
» 9 et 22 » 0,
n 10 et 23 » 0,
» 44 et 23 » 0,
» 12e¢t 2% » 0,
» 43 et 26 » 0

Nous trouvons donc, pour les termes en 3o :

du 2nsin®d /ds
- ] P — —
as am[me(d’,)—l-znsmeco:e(d).[. = (au)]'

Pour former les termes en §r, ne contenant pas «®, multiplions tous les termes de

d*x dty
(dt’) par 3. cos ®, terme, en §rde §z; les termes de ( ) par 37 sin 8 cos (nt o),
d'y
di®
par §r sin 0 sin’ (n¢ -}~ ), et le premier terme, seulement, par les autres termes, en
ar de §z; nous lrouvons ainsi:

1 2
d*s d*u
3 . a1 —
ér [acOS 0(0“,) 1smecose.a(d‘,)]

3

4
L2
+-3r [—— »2 r sint 0 cos® (nt -} w)-l— r.asin § cos b (f:il) cos! (nt - w)

le premier terme, seulement, par les autres termes, en §» de 3y ; les termes de (

—2arasindcosd (d ) sin (nt 4- &) cos (nt-}-z;r)

L

d*s
—n*r, sin 0 cos 6. aw cos* (n ¢ -|-w) - a sin’ 0( )cos’ (nt+cr)

—2nasin®f (—) sm(nt—{—w)cos(nt—{—m) —n'as, sm’ecos’(nl-}—m)
1
v> =m(nl—l—m)cos(nt+w) 2Anra sm‘O( ’> cos*(nl+w)

13
+ nr.sin® 6. av sm(nt—{-m) 0s (nt -} @) —ntr. au sin @ cos 0 cos*(nt 4-w)

2

d&:
—r, a:m’O(

1

+ n*r. av. sin® 0 sin (nf 4 @) cos (nt {- m)]
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15 16

+ 8z [—— n?rsin? 6 sin® (nt 4-e1) 4 r eas @ sin b, a (‘i—;) sin? (nt - o)

17
- 2nrsinfecosfa (%'%) sin (nt 4 o) cos (rl - m)

13 19

FH
— ntrsin6cos 6. ausin?(né 4+ o) + asin® 6 ((—“—s> sin® (nt + @)
4 20 u
+2%na (cT:) sin* 0 sin (nt +- @) cos (nt + ) — n* « 4, sin® 0 sin® (nf - o1)
22 23
. dro\ . : . doy .
-+ rsin® 6. a o) sin (nt}-w)eos(ntt ) —2nr a sin® 6 (ﬁ) sin® (né4-wm)
€ 25

~— nr oo, sin® 0 sin (-4 o) cos (064 ) — n* 2 ww sin 6 cos § sin? (nl 4 w)
%
— ! r o vsin® § sin (vt 4 @) cos (nt 4 w).

En faisant la réduction des termes semblables on trouve :

d*s
Que les termes 4, 7 et 49 donnent « (—— ,

de
» 2, hetib » 0,
» 3 et 4h » — n*rsint o,
» 5 et 47 » 0,
» 6, 18, 43 et 25 » — 2natrsin 0cos 0. au,
» et 20 » 0,
» 9 et 24 » — nlas. sin? 0,
» . 10 ff 22 » 0,
» et 23 »—2nrasin’0(-d—°>,
dt
» A2 et 2% » 0,
» 14 et 16 » 0.

Nous trouvens done, pour les termes en §#, el en metlant & part les termes en a*;

{aar [(%:) —2nrsin? 6 <%>]

(19)
‘1—-n’ar [rsin® 042 roausin®cosd-fus, sin® 6]

L'équation (F) devient done, en faisant passer les termes en 86, o et §r dans le pre

. 3
mier membre, et les termes en n*, §V et Ll dans le second membre :
P
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ar? 60[ dn> chsinecos(i(ﬂ)]
. d
; du 2nsin® b /ds
F o 557[1110( >+%nsm0cose(u>+-——;——(.d_‘>]
ds g fdY )
+oadr [(W) —2nrsin® 6 <m>]

=n*30 [5in0c0s 0|7 awcos® 0-}-2r assin G cos 0 —r* cwsin® 0]

40t dr [rsint0 420, ancnneco=6+a551n’6]+8\ —6:

Les termes en #* du second membre, ne sont autre chose, ainsi que nous allons le faire
yoir, (que
n? .
5 8 [(r+ax)sin(® +2w)].

On a en elfet :

l:; 5 [(r 4 os) sin (8 4 ww))® = * (r 4~ «s) sin (0 4 ). § [(r -+ &s) sin (6 4~ cu)]
=n* (r<4- o) sin (8 4 au) (3 sin (0 4 cu) 4 (r 4 .8) cos (8 4 wu) §6]
ou, en négligeant les termes cn o?

=n* (r4-us) (sin® 4 cv.cos0) [d7(sind |au.cos 0) 4 (r-}-as) (cosd — o u sinb) 6]

==n*(rsin@-4oas. sin6-4-r. owcos8) [§rsin 0437 aucosf4-rcos 636
Joscos 080 —r ausin 036]

=t [r3rsin*0-4rdr, aucos 0sind-4-»sin 6 cos 050 4 s rsinf cos650
—~r?ousin® 080 4 as. sin* 8 3r-rdr.aucosfsin8-4-roassinfeos 650
- r*aucos® 636]

==n* {3 (r* sin 6 cos0 -2 7 assin cos b —r* cw sin b 4 r? au cos* 0)
437 (rsin*0 4 2r. owsinhcos ¢ 4 as. sin®0)].

Ainsi, I'équation (F) devient, finalement, ainsi que I'a indiqué LAPLACE :

o0 [(22) — )]
ar 0[((“*) -nsmOcosO<dt

9 2
>+9nsm00050 )+ noinr? fﬁ)J

T
5 [ /d%s dv
+ad [((m>-2nr sm’O(dt ]

7; [(r-as)sin (8 +au)]!+6V—-§—

sin?@

(20)ou (L)
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7, 36 et 3w sont les variations qu'éprouvent r, 6 et =, quand on
passe d’un lieu & un autre, trés voisin.

Cette équation différentielle établit la relation qui doit exister,
dans le cas de mouvement, entre les dérivées du premier et du second
ordre des mouvements irés petits de la molécule aqueuse, mouve-
ments qui sont :

ag, sur le rayon r,
au, relativement & 'angle o,
v relativement & Vangle @,

la quantité 3V, c’est-2-dire la somme des travaux élémentaires des
forces P, Q et R, la variation de la pression 8p, la densité p du
liquide, et enfin, les constantes r, 6, = et n de la question.

Si Yon considere seulement, dit LArLAck, les molécules situées i la
surface de la masse fluide et qu’on néglige les variations e la pres-
sion atmosphérique, on aura, pour cette surface, 8p = o.

St maintenant on supposait, aprés le temps ¢, la masse fluide en
équilibre, sous Iaction de certaines forces, les molécules ne chan-
geant plus de places relatives, on aurait

ds\ _ (dvy _ @)-— 0.
dt)— \dt)  \dt/)T
L’é;nation (L) se réduirait donc alors, dans ce cas, & la relation
w? . 2
0=-§- 3 2(r+as) sin (0+au)£ - (8YV),

(8V) étant la valeur de 8V qui convient a cet état particulier.

Si le fluide considéré est la mer, ajoute Larrack, il est clair qu’en
ne considérant aucune action étrangere, (8V) serait le produit de la
pesanteur par Uélément de sa direction.

En désignant par ¢ la pesanteur, et par «y " I’élévation de la mo-
lécule aqueuse au-dessus de la surface d’équilibre, considérée comme
le vrai niveau de la mer, il est clair que si on revient & Uétat de
mouvement, puisque 7 est devenu (i 4 «y), (dV) devra croitre du
travail virtuel

—agoy;

* Cel y n’a pas de rapport avec I'y considéré précédemment.
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et que si 'on désigne par «3 V' la partie de 3V, relative aux nouvelles
forces qui, dans ’état de mouvement, sollicitent la molécule, forces
qui dépendent, dit LApLAcE, soit des changements qu’éprouvent, par
cet état de mouvement, les attractions du sphéroide et du fluide, soit
des attractions étrangéres, on aura, i la surface de la mer

21) SV=(@V)~ agdy+adV,
c¢’est-d-dire que, dans I'état de mouvement, le travail virtuel
sV=Péxr-4Qsy+Rdz

se compose du travail virtuel de la molécule dans I'état d’équilibre,
plus le travail virtuel dd & la pesanteur, et au changement de dis-
tance de la molécule au centre de la Terre déterminé par le mouve-
ment; plus, enfin, le travail virtuel «3V' dd aux actions dtrangéres.

. Cest ce dernder travail virtuel qui constitue, en dernier ressort,
Panalyse de Lavace sur la Théorie des Mardes.

Pour simplifier son équation (L), dans le cas du mouvement,
Larrace considere seulement les molécules d la surface et suppose
constante la pression atmosphérique, ce qui lui donne 8p=0; puis
il fait remarquer que le rayon 7 étant, sur toute la Terre, & peu preés
constant, en raison de la forme presque sphérique du globe, on peut
négliger, dans I'équation (L), le terme en 3r, et en faisant aussi
remarquer que 'angmentation qui se produit dans le terme

%2 8 [(r- «s) sin (0 +au)]?

par suite du mouvement, c’est--dire quand 7 devient © +-ay est

an?dy. rsin?0,

e i . . niy i .
quantité négligeable, en présence de —eag3dy, puisque 7 = 589 &
Péquateur, il trouve, aprés avoir divisé tous les termes par a, que

Péquation (L) peut s’écrire
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_r’ao[ i::)—f!ns sin § cos0<l“)]
(21) ou (L) +r26w[sin'()(ltg)—}—%nsm()cos()( >+.msm 0< >]

= —gdy+aV.

Les variations 3y et 3V étant relatives aux deux variables 0 ¢t @.

Laprace introduit ensuite, dans I'équation relative & la continuite
du fluide, et en suivant un raisonnement analogue i celui que nous
avons indiqué plus haut, les quantités r, 0, = et leurs valeurs ¢, ¥
et @’ apres le temps ¢; et il trouve alors, en posant :

or dr'\ /do /dw' ) dy’ dr'\ (dW\ /ds’
? = \ar)\av dcx dr do a0 ) \@=) \dr
(A (40 (42 (A0 (A0 (Ao iy (v
db dr do dr) \do db dw) \d0 (lr
que le volume de la molécule, parallélipipéde rectangle 3 origine, est

devenu
6 r2sinddr. do. do.

ct alors, en nommant toujours (p), la densité primitive de la molécule,
et p sa densité apres le temps ¢, il trouve, pour équation relauv h la
continuite du fluide

p 6 1725in 0 = (p) #*sin 0
quil transfornie encore, en faisant remarquer que comme 'on a
r'=14-as
0 =0+ au
o' = 4-nt-tav,

on obtient, en négligeant les quantités de 'ordre a2

ot (-

el, si Lon suppose quaprés le temps la densité primitive (p) soit
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devenue (p) 4 « ¢, Pauteur trouve, dis-je, que 'on-arrive finalement
i Péquation

0= fero[ () (52) + 5]+ 0 ()

Dans Papplication que Larrace veut faire des résultats précédents,
aux oscillations de 1a mer, il s’attache d’abord & démontrer que § peut
etre négligé, vis-d-vis de u et de v, et qu’alors l’equanon (L) du mou-
vement de la mel' (l sa surface, peut s’écrire

axp [(E% 9 rlv]
Smo[ (“2/-— nsmOcosO(\dl)

(—{—rz [sm()( >—!—°)nsm00050< J —g3yfav’

(23) ou (M)

L’'auteur démontre ensuite que, si l’on n’a égard qu’aux veriations
de 0 et @, I'équation (L) se change en équation (M), pour toutes les
molecules de la masse fluide. Les valeurs de et de v, dit-il, relatives
& toutes les molécules.de la mer situées sur le méme rayon terrestre,
sont donc détermindes par les mémes équations différentielles. Ainsi.
en supposant, comme il le fait dans la théorie du flux et du reflux de

du d v
la mer, qu’a Porigine da mouvement les valeurs de u, { — ), v,
’ ° dt dat

onl été les mémes pour toutes les molécules situces sur le méme rayon,
ces molécules restent encore sur le méme rayon durant les oscilla-
tions du fluide. Les valeurs de s, u et v peuvent donc étre supposées
les mémes, & trés peu pres, sur la partie du rayon terrestre comprise
entre le solide que la mer recouvie et la surface de la mer,

Si on suppose la masse de la mer homogéne, comme 'admet LapLace”,
on peut faire, dans I'équation (22), ¢ =0 ; cette équation devient alors

d.r2s du dv ucos 0
0—< dr >+ [ (IO>+ (lm'>+ sinﬁJ'
En integrant cette équation, depuis 7 jusqu’a -, y élant la pro-

fondeur de la mer, supposée trés petite, ¢t en remarquant, en outre,
ue :

(r+y? o
3 3

* Ce qui n’est pas ee qui a lien dans la nature, en raison des différentes salures ct tempé-
ratures de la mer,
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est sensiblement égal X Yrt, quand on néglige les puissances supé-
ricures de y, on a

dans laquelle relation (»s) est la valeur de 72s A la surface du sphé-
roide recouvert par la mer.

En appelant ensuite (s) ce que devient s & la surface du sphéroide,
et toujours y la profondeur de la mer au point considéré, Larrace
démontre que

725 — (r2s) =12 [s —(5)]

¢t que la profondeur de la mer, correspondante aux angles 8 4 au,
nt+4-=4-ap, est
T+als—(s).

Si Ton fixe origine des angles 6§ et n¢ 4= & un point et & un mé-
ridien fizes sur la surface de la Terre, cette méme profondeur, dit-il,
sera, en considérant Y comme une fonction de 0 et de (nt4-o) :

)+ ()

plus V'élévation ay de la molécule fluide de la surface de la mer, au-
dessus de sa surface de niveau. Il en conclut que Péquation (24) peut
s'éerire :

_ dyu d.yv\  yucosl
(5 0u (N) v= ) <(lm sin0 *

Mais 1t fait remarquer que, dans cette dernidre équation, les
angles 0 et nf 4= sont comptés relativement & un point et & un
méridien fizes sur la Terre, et que, dans équation (23) ou (M), ces
mémes angles sont comptés relativement @ 'axe des « et & un plan
(ui, passant par cet axe, aurait, autour de lui, un mouvement de
rotation égal & n.

Or, dit Lapracg, cet axe et ce plan ne sont pas fixes sur la surface
de la Terre, parce que Uattraction et la pression du fluide qui recouvre
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le globe doivent altérer un peu leur position sur cette surface, ainsi
que le mouvement de rotation du sphéroide.

Mais il est aisé de voir, ajoute V'auteur, que ces altérations sont
aux valeurs de aw et de «v dans le rapport de la masse de la mer &
celle du sphéroide terrestre. Ainsi, pour rapporter les angles 0 et
nf-+= & un point et & un méridien invariables de la surface du sphé-
roide, dans les deux équations (M) et (N), il suffirait d’altérer u et ¢

. w o .
de quantités de Yordre 17— et :(1—'-, quantités que LarLace a eru pou

voir négliger. On peut donc, dit-il, supposer, dans ces équations,
que au et av sont les mouvements du fluide en latitude et en longitude.

Enfin, dit I'illustre auteur de la Mécanique céleste, on peut encore
observer que le centre de gravité du sphéroide étant supposé imno-
bile, 1l faut appliquer, en sens contraire, aux molécules fluides, les
forces dont ce centre de gravité est animé par la réaction de la mer.
Mais le centre de gravité commun du sphéroide et de la mer ne
changeant point, en vertu de cette réaction, il est clair que le rapport
de ces forces & celles dont les molécules sont animées, par laction
du sphéroide, est du méme ordre que le rapport de la masse fluide &

celle du sphéroide, et, par conséquent, de ordre 3’;; on peut done le

négliger dans le calcul de 3V'.

Il ne s’agit plus maintenant, dit Laecace, aprés tous ces préam-
bules analytiques, que de connaitre les forces qui agitent cette masse
fluide et dintégrer ensuite les équations différentielles précédentes.

C’est & Vaide des équations (M) et (N) que Laprace établit ensuite
sa Théorie du flux et du reflux de la mer.

11 considére une molécule dm, de 1a surface de enveloppe aqueunse
du globe, et représente par y la profondeur de la mer & ce point; en
supposant que v, trés petit par rapport au demi-petit axe de la Terre
(quil prend pour unité de longueur), est une fonction de 6 et de w.

8 est toujours le complément de la latitude de 1a molécule dm dans
Pétat d’équilibre qu’elle prendrait sans Paction du Soleil et de la
Lune, et = la longitude de cette molécule dans cet état, cette longi-
tude étant comptée d’un méridien fize sur la Terre.

Il appelle ensuite ay Pélévation de la molécule dm au-dessus de
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la surface d’équilibre dans I’état de mouvement el suppose que, par
cet état de mouvement, 0 se change en 0 -J-au et = en w4-az. 1l
nomme, enfin, nt le moyen mouvement de rotation dé la Terre, dans
le temps ¢, el g la pesanteur, '

Partant des équations (M) et (N), il fait remarquer que les deux
quantités 3y et 3V sont uniquement relatives aux variables 0'et ©.

Il détermine alors la partie de «3 V' relative & 'action d’un astre,
de masse L, sur la molécule dm, et trouve que cette action est repré-
sentée par 'expression

L
Yr*—2r {cosOsinv-cosvsin0sin(nt o — 141

_ [;‘.—}— T%l_cosesin vJ-sin0cosvcos (nt -} o — q;)],

(26) ou (D}

dans laquelle v est la déclinaison de 'astre et ¢ son ascension droite.
Laveace développe cette expression, suivant les puissances crois-

1 . . , .
santes de = ce qui woblige & développer que le premier terme

L
Vr*—27 [cos 0 sinv-Fsin0cos vsin (nt +a — )] +1

. . . 1
suivant les puissances croissantes de =

En appelant +* le dénominateur, il pose

V= -
r
{1l ne faut pas confondre ce V avec celui de 5V de I'équation (L)].
11 appelle ¢ le cos 6 et, en se reportant au n° 23 du 3me livre de lu
Mécanique céleste, Larnace démonire que, si Pon pose

2@ a7z a7® () azl?
= + 3 -+ ——J——l— IR + m
r T r r 2
7% sera une fonction rationnelle et entitre de B, l/'l — ¥ sin o,
VT cosm, du degré ¢ et assujettie & I'équation aux diftérentielles
partielles ‘ '
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A A
— d [(l - P‘g) <£—>:] —— }
0= du + dwt Fifign79,

du - 1 u2

Nous allons faire voir comment se justifie cette équation différentielle a laquelle doit
satisfaire A ’

Si nous posons

K ==r*—2r[cos 8 sin v J- sin 6 cos v c0s (n{ -} & — &) -+ 4]

nous aurons

(@) V=LK":,

Nous allons faire voir que cette relation devra satisfaire & I'équation aux différenticlles
partielles

Nous avons, en effet :

r((-vd—:,\> = (%’Tv>+2r<%¥>

Nous pouvons alors former, & Paide de équation (o), les différenticlles partielles :

@) (@) (=) @) ()

Nous trouvons facilement :

AR 3 -3 dK\* 4 _ -2 a*K
V=K aery 2 2 e n
(de’/ 13 L(dO) QK L(d0’>
v 3 -3 dRK\ ¢ t -3 a*K
(d_m’>—“/;K L<E7) — 3K L(?)
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Nous aurens, d’apres cela,
#V\ | cosd [dV (L dr v
— PO S 2
<d0'> +5 (de) +—fi%~+r ( dr')
sin® 6
M At [(ﬂ) cosd ﬂ) A ﬂ) :(i’% ﬂ)
=—zk "L{\7® +sin0(d0 +amilas) T GE) PN
3 -t r/dK\* 4 dK)’ L [AK\*
+ZK L[ dO) +sin’0((lm + (ﬂ)]

Au moyen de la relation

K=1*—27r (cos 0sinv-4-sinbcosveos(nttw—g)-4-1,
nous trouvons les coefficients différentiels :

d
(-(%) =2 5in 0 sin ¥ — 27 cos 0 cos v cos (nt + o — ¢)

d*K . .
(W =2rcosOsinv-J-2rsin0 cosveos(nto— )

/d K
E) =2 sin b cos vsin (nl 4 w— )

i

&K . ,
1= @ rsin 0 cos v cos (nf 4 o — })

(@)
dr
&K

an T

27 —2cos 6 sin v — 2 sin 6 cos v cos (nl -+ — )

I

4 -3 . .
Le coefficient de —§K * L, dans I'expression (y) devient alors,

2rcos Osiny 4 2rsindcosyeos (ntfow— )

., 20
+2rcosesmv—2r?:10 cosveos (nf o — ¢}
€05 ¥ \
—I—-Qrsinecos(nl-[—w—-qa)
+ 2

A-&7* — k7 cos 6 sinv—%rsin g cos v cos (nt 45 — ¢),

L’ensemble de tous ces termes se réduit 3 6 2.

. 3 -3
Le coefficient de ;K L, dans 'expression (), devient aussi :

47 sin® 0 sin® v — 8 7 5in 0 cos 0 sin v cos v cos (nd F+aw—1)
+ & cos® 0 cos® v cos* (nt 4w — ) 4 k17 cos? v sin® (nt - — )
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d-hrt—8r*cosOsinv -8 sinbcosveos (ntf-m—¢) -4 rtcos? Osint v

- 812 cos 6sin 0 cos v sin v cos (nt -+ w — §) |-k 1 sin® 6 cos* v cos* (nt -+ & — ).
L’ensemble dec tous ces termes se réduit i
7 [r* —2r (cos 0 sin v~} sin 6 cos vcos (it — &) 4]

c’est-a-dire & r* K.
Le second membre de Pexpression () devient donc

i -3 3 -3
—3k ‘L.6r’+-,;K LirK

c'est-a-dire zéro.
Done 1a fonction V satisfait & Péquation aux différentielles pariielles,

o= (52) + b (40 4 (az) 4 (521,

. sin®
Si I'on fait cos § == 11, et en ayant égard aux formules relatives au changement de
variable indépendante, on a enfin,

o=t @) () 1 (520),

rm = drt

LarrAcE cherche ensuite la forme des fonctions Z,
En posant

3 =cos b sin v-sin0cosveos(nt+ o—1)
1 .
et = ez la relation

- L
T YrT 27 (cos0 sim v+ sin 8 ¢0s v ¢os (nt I @ — §) I 1

peut s’écrire

V=

L om s —3
7(1 —28" 1)

Si-Ton développe
(" =235 1) T,

suivant les puissances croissantes de 7, V se trouvera développé
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suivant les puissances croissantes de = On peut alors remarquer que

les difiérentes fonctions Z") ne sont autre chose que les coefficients des
puissances de v” dans le développement de

(,le___g,-ng,_}_“"“‘z_

En s’appuyant sur le Théoréme de Mac-Lauvniy, il trouve alors que
on a

- 1.3.5..(&5—4)[6 i) -2 | i) (=2 (=) =

nz 1.2.3...% 2(2i—14) 2.%...(2i—1)(2i—3) "
d’ott LarLace conclut que, puisque les termes R A etc.
disparaissent quand ¢ est < 2 ou < 4... .. etc., 7 ost hien une

fonction rationnelle et entiere de @,
De plus, comme 3 peut s'écrire

3 =c0s 0 sin v sin 0 sin v cos (nt — ¢) cos @ 4 sin 0 sin v sin (nt — =) sin o.

7% ¢st bien une fonction rationnelle et entitre de ®, V/1T— g sin o,
l/'l — p? COS w.

En tenant compte, maintenant, du développement que nous venons
d’indiquer, pour la différence (26) ou (D), on voit que Yaction de
'astre de masse (L), sur la molécule dm, est exprimée par unc série
de la forme

o2} (3) 7(%)
aZ | aZ aZ
3 4 5

r r

(28)

dont chaque terme satisfait bien aux conditions exprimées ci-dessus.
Lapcace fait remarquer que «2V' contient encore, en dehors de
Vaction de I'astre L sur la molécule dm, Patiraction, sur cette molé-
cule, de la couche aqueuse dont le rayon intérieur étant I'unité, le
rayon extérieur est 1 4 ay.
Ainsi gquw’on I'a indiqué pour Vaction de Pastre L sur dm, il faut,
pour déterminer l'attraction de la couche, diviser chacune des molé-

* Pour la démonstration de ce développement on peut voir celle qui est donnée dans
le « calcul différentiel » de 'illustre J, BERTRAND, page 295, paragraphe 288.



THEORIE DES MAREES. 145

cules de cette couche par sa distance d la molécule dm, et différen-
tier la somme de ces quantités relativement & 0 et 4 =. Quant &
I'action de la couche sur le centre de gravité de la Terre, il est évi-
dent qu’elle doit étre négligée.

Laprace aborde, ensuite, la détermination des oscillations que doit
produire, sur Penveloppe aqueuse dw globe, Uaction d’un astre tel que
le Soleil ow la Lune. :

Dans cette premitre analyse, il suppose la Terre sphérique, la
votation nulle, c’est-d-dire =0, et la profondeur de ln mer égale &
une constante /.

En faisant cos 8 = p et y = [, dans Péquation (N), I'auteur obtienl
d’abord la relation

, 1 d{uyl — p2 dv
29) ou (N') _; = [-(—KJTL)} —

Puis, en introduisant dans Péquation (M), =10 et y==1, et enfin.
en indiquz‘mt, dans les différentielles dy et dV', que y et V' sont fonc-
tions de p et de =, il obtient les équations différenticlles

d*u dy . dv .
qe =Y _>Vl —F - W)Vl —pd

du
d2v dy 4V
o2 —_— N
] — P.z i — p.’

et alors de I'équation (N'), diftérentiée deux fois,

S(i—f) s (%J (i)

| d 1 e 2
(30) ou (M) - ® ¢

WAV eV
( —1 ;“ [“‘*”(‘E/J—- ‘(drn?).
dp. 1 —u2

’ 1 2 » I [2
Avant de chercher les coefficients Al , il , ﬂ) (LY
dp. dw? dp) \do?

qui entrent dans cette équation (M'), LapLace détermine laction
attractive V sur la molécule dm, de la couche sphérique fluide dont
le rayon intérieur est Punité et dont le rayon extérieur est 1 = y.

REV, MAR., — AVRIL 1883, 10
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Rappelons, & cet égard, comment dans les nos 11, 13 et 14 du
3me Livre de la Mécanigue céleste, Laruace développe la théorie des
attractions des sphéroides homogénes, trés pew différents de la sphére,
et comment il en conclut celles des sphéroides hétérogénes, quelle
que soit 1a loi de la variation de la figure et de la densité de leurs
couches.

En appelant r la distance du point attiré & Porigine des coordon
nées, supposée le centre de la Terre, 8 'angle que fait le rayon r avec
Paxe des x, = angle que le plan formé par le rayon r et par cet axe
fait avec le plan des xy; @, b, ¢ les coordonnées de la molécule
attirée dm et x, y, z celles de la molécule attirante dM, il trouve,
d’abord, pour I'action attractive

V=f dM
Ve—op+ 6—9+ c—2F

Désignant ensuite par R, 0' et =" ce qne sont 7, 8 et » relativement
A la molécule dM du sphéroide, il change cette expression en

V_fff pR*dR.d0. do'sinl
V1T — 27+ R (cos 0 cos 6 I sin 6 sin 0 €05 (@ — @) I R

Tn posant cos 8=y, il trouve encore que V doit satisfaive & Péqua-
tion aux différenticlles partielles

o= el (E) 4 (522).

75 1= dr?

En supposant V développé en série, suivant les puissances crois

1
santes de w0 on aura

~(0) (1) () i)
1) v=Up U

2 3

pul e B T B AR

Et il trouve encore que, quel que soit ¢, on doit avoir, en rempla-

cant V par ce développement, dans Péquation aux difféventielles par
tielles,
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5 avt PR
—_—n2

0= d[‘ P(flt&) +(dm*
( —

m i) v®

el, ywen outre, U est une fonction rationnelle et entiere de
1 V1 — g sin @, Y 1— p? cos @ qui dépend de la nature du sphé-
roidet.

En supposant que le sphéroide differe trés peu d’une sphére de’
rayon @, dont le centre soit sur le rayon r, perpendiculaire & la sur-
face du sphéroide, I'origine de ce rayon étant supposée arbitraire,
mais irés prés du centre de gravité du sphéroide; en supposant, en
outre, que le sphéroide touche la sphére et que le point attiré soit
au point de contact des deux surfaces, Laprace démontre que I'on a

la velation
‘ av 2na® | 1
o)=L
et aussi que dans Pexpression (31)

)
1 Le terme général de r V est, en cifet, ——;
1
-

en différentiant ce terme, une premidre fois, on a

drv @ At
dr P2 :

en prenant la différenticlle seconde, on trouve

df.rV) =g gl gy Bt
( dr: ) T

_ iU gl

P rz-|~2

d'oil

d. rV) Qi1
r. —) =
( dr? ri+ 1

- . i I3 . - . .
Comme ce dénominateur #* ¥ se trouve aussi en dénominateur dans les cxpressions

av® gyl
el

contenant —_—
du der?

, on peut le chasser, d’oli la relation donnée.
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1o g = ki 3 plus une trés petite quantité de lordrve de a, el

ywil désigne par U

20 Que les quantités U“), U™ ... sont aussi trés petites de
ordre a.

En différentiant Péquation (31), par rapport & 7 il obtient
, dV l(°’ °’U(” i4+nrd
#2) (7 D S

En substituant (1 4 «y) & la place de » dans les relations (31)
et (32) il avrive & 'équation '

. v 3u® | su® 7oV
(33) damaty= — bt .

(] a 4] a

(ui fait bien voir que y est une fonction de la forme
(34) y= YO—{—YO)-{-Y(!) e v

Les quantités \() YW | .. étant, ainsi que Y assujetties & l'é-
(uation aux difféventielles partielles

ay® ‘I a2 \'(i’>
0= 'll(l—l"i)< P~>_ +<{/m" (

dp Fil Ny

A la suite de cette analyse, et en prenant pour unité de densité
la densité de la mer, p étant la moyenne densité de la Terre entitre,
LarLace trouve que la valeur de aV/, quand on tient compte de
Paction de la Lunc et du Soleil et de Pattraction de la couche sphe-
rique dont le rayon intérieur est 1 et le rayon extérieur 1 -4 ay,
peut s’éerive

y®
(2i-1) +L

&

.3
V=29
P
el qu'on a aussi

y= Y("):
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7 prenant successivement les valeurs 1, 2, 3 .. . ete. L’auteur dédnit
de 14, les coefficients différentiels

av’ darv’ dy d2y
dp. ) \dw?) \dp) \d=*
qui, introduits dans Péquation (M), et en ayant égard & Péqualion

aux différentielles partielles & laquelle les fonetions YO et T9 doi-
vent satisfaire, donnent, enfin, en posant

ety
BCTET

\;

(@i+1p—3]
I’équation différentielle de y, relativement au temps

. a2 y? 5
(33) e + %, 2yl —z(t—}—l)ZL)

SiPon suit la méthode de Caucny pour intégrer cetle équation
on trouve

(36) ﬁ —e ‘t‘/ I +7(¢—|—1 e)\iz‘/:TU(f)l_”]
2% V—1

e MY, - ————i(i'*—_‘ll_lff."'V*—’U(‘)dz .
2nY=1

a; et az étant des constantes arbitraires.
Pour se débarrasser des imaginaires, LirLace a égard aux rela-
tions

Mty —1 .. ———
ety =cos), ¢+ sin, 1Y =1
— Nty T . . —
e ‘/ = €08’ { — sin /_‘t\/—l.

etil détermine les constantes @ et ¢ de manidre quelles satisfas-
sent aux relations

a, o= u®

{2, —ay) ‘/_':—1 = lNU):
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M? et N gtant des fonctions rationnelles et entidres de s

l/'i —_ p.2 €08 &, [/1 — pu’ cos = et satisfaisant, en outre, aux
équations aux différentielles partielles

a7 an?
efo-n (SN 1 (55) -
0 ; dp Jdt Ndw ) o

dp I —p?
() . )
dN d®*N
0= d[“ - ( d )]2 +< 2 ) ,
1] dp L (1)
3 m T—pe + i@+ N,

il obtient alors pour I'intégrale de P'équation (35).
37 Y =1 sin e 4 1N cos, ¢

.. !
+£4);1)—~ sin &, t.[U(‘) dtcosh t

1

- ! )
—L(L#-)— cos ), t.fU(') dt.sink ¢t

1

Pour avoir la valeur’de y il suffit de taire dans cette dernitre
relation, successivement,

i=0,1,2.3.....

et il obtient alors

38) y=IN® ¢ L INO 1 1M® sin 2, ¢4 INY cos i, t
I M sin g ¢t 4 IN® cos, ¢
+1 M® sin At +IN(i) cos Mt
- ete.

-}—%sin)\‘ tJ‘U(i)dl cos )kt
_.?-l-fcosl, tj'U(i)dtsin Mt

+%sinl,th(!)dtcosl,t
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H (2 .
—(—;)\—cosl, t IU(Q) dtsini,t
3

+'t—97ﬂ Isin}, th(i)dtcosl'.t

X

i

G4 ) ‘
——f-g—ulcos&itflludtsmkit.

Les fonctions N (°), N (1), N (3) .... sont détermindes au moyen de
la figure initiale du fluide, c’est-2-dire en supposant t = o, et les fonc-
tions M (°) M (*), M (2) au moyen de la vitesse initiale de y.

En discutant I'équation (38), LapLace fait voir que, par suite de la
constance de la masse fluide, les quantités M (%) et N (*) sont nulles, ce
qui, & prior, doit étre, car, dans le cas contraire, le terme { M (%) ¢ de
y irait sans cesse en croissant avec le temps.

La valeur de y, établie par Véquation (38), ne contenant plus que
des termes en sinus et cosinus, velatifs au temps £, est donc pério-
digue, si aucune des quantités %2, A;® n’est négative; car I'auteur
fait voir que si le contraire arrivait, d’aprés I'équation (38) et son
intégrale (36), M devenant imaginaire, les sinus et les cosinus de
Pégquation (38) se changeraient en exponentielles; la valeur dey ne
serait done plus périodique.

L’auteur indique, en outre, que si 'on avait ) * = o, Péquation (35)
se réduirait &

@y .

=it ot

(ui, intégrée, donne
Y= fac fiG+0)10Odefce ¢

Cet €' étant deux constantes. ‘

Dans ce cas, I'équation (38) contenant le temps ¢ implicitement, la
valeur de y ne serait plus périodique, ce qui ne peut ére!

Larrace en conclut que ¢ ne peut étre ni nulle ni négative, ce qui
exige, d'aprés la relation donnant )2, que Pon ait

3
P> i1
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¢t comme 4 est entier, positif, égal ou plus grand que Yonité, que
on ait
p>1.

¢’est-d-dire, dit Larrace, que pour Péquilibre des mers, ou du moins,
la periodicité des marées, il faut que la densité du noyaw surpasse celle
dy fluide.

L’auteur fait encore voir que si ceite condition n’est pas remplie,
lo stabilité de Uéquilibre dépendra de I’ébranlement.

Il démontre, en effet, que si Uébranlement primitif est tel que le
centre de gravité du fluide coincide avec celui du noyan qu’il recouvre,
el n’ait ancun mouvement par rapport 4 lui, dans le premier instant, il
suffit, pour Véquilibre des mers, que la densité du noyau soit seule-
ment plus grande que les 3/5 de la densité du fluide.

Pour sa démonstration, Larrace fait d’abord voir que quand le
sphéroide fluide renferme un noyau solide, d’'une figure quel-
conque, peu différente de la sphére, la partie fluide du sphéroide
doit toujours se disposer, dans I'état d’équilibre, de maniére que la
fonction Yt soitnulle & tous les instants.

1 Sensuit, d’apris Péquation (38) que la periodicité de y, dépen-
dant du signe de %2, ainsi que nous 'avons dit, le minimum que on
puisse donner 4 ¢, dans la relation (34) est 2, et par suite, la condition
de stabilité d’équilibre

QRi+1NHp—3> donne p >

-'.‘!.I o

Une fois la valeur de y déterminée par I’équation (38), on peut oh-
tenir, ainsi que U'indique Laprace, les valeurs de w et de r.
En partant, en effet, de I’équation

2w

e

donnée page (30),
1l fait voir que cette relation peut s’écrire

. " d\('/
225 )

<Il![)‘/——-——- (11\) is e

dp dp

[ 2
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(qui, intégrée, donne
Vi—w (a \‘(‘)>
1¢=(r-{-H£—-2W 7—; s

dans laquelle G et H sont des fonctions arbitraires de u et de =.
En considérant ensuite "équation

do | _ d dy (A
di2) T 4 —p2 dw e,
que nous avons donnée, méme page (30), il arrive aussi 4 la valeut
de »
Kpips— 1 (o8
ve=K+ +“i(i—i—1)l('l-—p.3) do

K et L étant des fonctions de p et de =, dépendant des fonctions G
et H, puisqu’il trouve, en substituant dans la relation (29),

— .
y=1 duyt — 2 IRTLA
duy. do

les valeurs ci-dessus de w et de v, et en comparant cette valeur dey &
celle donnée par I'équation (38), que les constantes G, H, K et L, sont
liées par les deux relations :

0 (1GVT=12) _ [dK
diy dw
0 (QHYT—=p3) _ dL)
du do

et il en conclut que si ’on avait

| u=G4-Ht
&) o v=K+Le

la valeur de y serait nulle et, par sulte, la surface du ﬂmdc reste-
rait toujours sphérique.

En imaginant méme, dit Laerice, que le fluide ait un trés petit
mouvement de rotation, de 'ordre 2, autour de 'axe du sphéroide,
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et en négligeant Veffet de la force centrifuge qui sera évidemment

de Tordre 2%, on aura w =10 et v = ¢. tl/1 — p2, ¢ étant un
coefficient indépendant de - et de =.

Si on congoit le fluide tournant autour de tout autre axe, ses
mouvements étant trés petits, ce fluide, md en vertu d’un nombre
quelconque de mouvements semblables, conservera toujours, aux
quantités pris du second ordre, la figure sphérique. Les formules
(39) comprennent tous ces mouvements.

Ces mouvements, dit Larrace, ne nuisent point & la stabilité de
Péquilibre ; d’ailleurs, ils doivent étre anéantis par les frottements
et les résistances de tout genre que le fluide éprouve.

Edmond Dusors,

Examimatear-byd he de la

=Sk &

(A suivre.)



