MEMOIRE

Sur les équations du mouvement relatif des systemes de corps;

Par G. GORIOLIS.

Dans un Mémoire qui fait partie du XXI* Cahier du Journal de
I'Ecole Polytechnique, y'ai montré que pour appliquer le principe
des forces vives anx mouvemens relatifs des systémes entrainés avec
des plans coordonnés ayant un mouvement quelconque dans I'espace,
il suffisait d’ajouter aux forces données d’autres forces opposées a celles
qui sont capables de forcer les points matériels & rester invariablement
liés aux plans mobiles auxquels on rapporte les mouvemens relatifs.

Jai fait remarquer dans ce Mémoire que la proposition qui en est
I'objet , ne peut s’appliquer en général & d’autres équations du mouve-
ment que celles des forces vives; mais je n’avais pas examiné alors il
y a des circonstances ol la marche qu’elle fournit peut sappliquer 4
certaines équations du mouvement; et si, dans le sens ot elle ne s’ap-
plique pas, on peut donner une expression simple des nonveaux termes
de correction.

Cest la question dont je me suis occupé dans le Mémoire que je
présente aujourd’hui. J’y donne cette proposition générale, savoir : que
pour établir une équation quelconque de mouvement relatif d’un sys-
téme de corps ou d’'une machine quelconque, il suffit d’ajouter aux
forces existantes deux espéces de forces supplémentaires; les premiéres
sont toujours celles auxquelles il faut avoir égard pour I'équation des
forces vives, c’est-a-dire que ce sont des forces opposées a celles qui
sont capables de maintenir les points matériels invariablement liés
aux plans mobiles : les secondes sont dirigées perpendiculairement
aux vitesses relatives et a l'axe de rotation des plans mobiles; elles
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sont égales au double du produit de la vitesse angulaire des plans
mobiles multipliée par la quantité de mouvement relatif projetée sur
un plan perpendiculaire a cet axe.

Ces derniéres forces ont la plus grande analogie avec les forces cen-
trifuges ordinaires.

Pour mettre en évidence cette analogie, il suffit de remarquer que
la force centrifuge est égale & la quantité de mouvement multipliée
par la vitesse angulaire de la tangente & la courbe décrite, et qu’elle
est dirigée perpendiculairement & la vitesse et dans le plan osculateur,
c’est-a-dire perpendiculairement aussi a I'axe de rotation de la tan-
gente. Ainsi, pour passer de ces forces centrifuges ordinaires aux se-
condes forces dont les doubles entrent dans I’énoncé précédent; on
n’a qua remplacer la vitesse angulaire de la tangente par celle des
plans mobiles, et substituer a la direction de I'axe de rotation de cette
tangente, la direction de l'axe de rotation de ces mémes plans mobiles.
En d’autres termes, il suffit de substituer & tout ce qui se rapporte en
grandeur et en direction & la rotation de la tangente, ce qui se rap-
porte & celle des plans mobiles, et de prendre le double des forces ainsi
obtenues.

Clest & cause de cette analogie que J’ai cru devoir donner a ces nou-
velles forces la dénomipation de forces centrifuges composées : elles
participent en effet du mouvement relatif par la quantité de mouve-
ment, et du mouvement des plans mobiles par 'emploi de leur axe de
rotation et de leur vilesse angulaire.

On dira donc que pour poser une équation de mouvement relatif ,
qui n’est pas celle des forces vives, il faut introduire de plus que pour
cette équation , les double des forces centrifuges composées.

Les directions de ces secondes forces supplémentaires étant perpen-
diculaires aux vitesses relatives, on voit de suite qu’elles disparaissent
dans I'équation des.forces vives pour le mouvement relatif, puisqu’on
n’emploie dans cette derniére que les composantes des forces dans le
sens des vitesses relatives.

Clest dans cette disparition de ces forces centrifuges composées que
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consiste le théoréme que j’ai présenté & I’Académie des Sciences ,
en 1831. Ildevient maintenant un cas particulier de I'énoncé plus
général sur lintroduction de ces forces centrifuges composées.

Il y a dans certaines circonstances d’autres équations ou ces forces
centrifuges composées disparaissent encore; ce sont celles qui se rap-
portent & des mouvemens relatifs qui s’opérent dans des plans mo-
biles qui peuvent rester paralléles & 'axe de rotation de ces plans. 1l
est clair en effet que les forces centrifuges qui sont perpendiculaires
a cet axe de rotation , aussi bien qu’aux vitesses relatives, disparaissent
quand on ne s'occupera que des projections des forces relatives sur
les plans dans lesquels les mouvemens s’opérent.

On peut aussi présénter Pintroduction des forces centrifuges com-
posées , en employant dans les énoncés les vitesses virtuelles relatives
qui ont servi & obtenir chaque équation de mouvement. On arrive
ainsi A cette proposition, que les deux espéces de termes supplémen-
taires qui entrent dans une équation de mouvement relatifs sont, les
premiers, les momens virtuels des mémes forces qui entrent dans
I’équation des forces vives, et les seconds, les doubles des sommes des
aires des parallélogrammes construits sur les vitesses relatives et les
vitesses virtuelles, ces aires étant projetées sur un plan perpendicu-
laire & l'axe de rotation des plans mobiles. | '

Ce dernier énoncé montre dans quels cas ces seconds termes supplé-
mentaires disparaissent, non plus isolément, comme on le voyait sen-
lement par la direction des forces centrifuges composées, mais dans
leur ensemble.

Ainsi, si 'axe de rotation a une position fixe dans 'espace, et con-
séquemment fixe aussi par rapport aux plans mobiles, les forces cen-
trifuges composdes disparaissent toujours dans 'équation du mouve-
ment de la projection du centre de gravité sur une ligne parallele &
cet axe.

Si le centre de gravité ne peut se mouvoir que sur une droite fixe
par rapport au plan mobile, les forces centrifuges composées dispa-
raissent dans V'équation du mouvement relatif de ce centre.
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Dans les équations des aires, les forces centrifuges composées ne
disparaissent que dans le cas trés particulier ol I'axe de rotation des
plans mobiles est fixe en direction , et qu'on prend les aires sur un plan
qui lui est perpendiculaire et autour d’'un axe par rapport auquel les
momens d’inertie du systéme ne changent pas pendant le mouvement
relatif.

Voici les démonstrations des propositions qu’on vient d’énoncer.

Désignons par x, », z, des coordonnées rapportées aux plans mo-
biles; par L == v, etc., les équations de liaisons des points mobiles,
lesquelles sont supposdes exprimées par ces coordonnées relatives x,
7,z. Représentons par 2, etc., des coefficiens disponibles; par X, Y., Z,,
les forces qui produiraient les mouvemens dus a la liaison avec les
plans mobiles; et enfin par abc, a'b'c’, a"8"c", les cosinus des angles
que font les axes mobiles avec des axes fixes.

On a établi, dans le mémoire déja cité, page 275 du Journal de
I'Ecole Polytechmque, XXI* cahier, que pour un des points maté-
riels dont m est’la masse, on a

d‘, Z + 2 (adb 4 a'db + a'db") mdy ]
+ 2 (edc 4~ d'de’ + d"dd"\mdz =X — X, + AZ—I;—I-etc.,

&y bda b'dd  b'da” dz
mGE + 2(F + A )my
bdc b'dc b7 dc" dz dL
—+ ( —i—T)mBZ:Y-—Ye-}— A?r—%—etc.,

m d‘, 4 2 (cda + ¢dd + d'da") mdx
+ 2 (cdb—+ Cdb + ")y mdy = T — L, + A%, + ete.

Désignons comme & l'ordinaire par p, ¢, r, les trois projections de
la vitesse angulaire de rotation des plans mobiles sur ces mémes plans,
ou en d’antres termes les trois vitesses angulaires de ces pléns prises
autour de leurs axes. Ces équations deviendront ainsi

XXI1¥ Cakhier. 19
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5 s o G — 2 XX 2 bt
(A) m '(11{ (pm—~rm—)+Y Y+?\—+etC-,

dz

m =2 (qm T pmd—{) +7-17, +7‘§ -~ etc.

Nous voyons ici, dans l'expression des forces qu'on doit considérer
dans les mouvemens relatifs, deux termes supplémentaires; les uns
sont exprimés par — X,, — Y., — Z,, et sont des forces opposées a
celles qui seraient capables d’obliger les points mobiles a rester inva-
riablement liés aux plans coordonnés mobiles; les autres sont expri-
meés par

dy mdz)
2 (rm E— (] )

dz dx
2 (pm 5 —rmm d‘)

dx dj
2 ((Inld pm 4

Remarquons que si x, ¥, z, «, ¥/, 2/, sont les projections de deux
longueurs r et r’; le parallélogramme construit sur ret r/, et dont I'ex-
pression est 77/ sin(rr’), a pour projections sur les plans coordonnés

-

(xz/ — zx'),
(=r' — %),
(et — 2.

Les expressions ci-dessus peuvent étre aussi les projections sur les
axes coordonnés d’une longueur égale & rr/ sin ('), laquelle sera por-
tée perpendiculairement au plan des deux droites r et » el sera situde
du méme c6té, par rapport au sens qui va de r vers r’, que l'axe
des z l'est par rapport au sens qui va de y vers x.

D’aprés cetteremarque, les expressions ci-dessus en p, ¢, r, dx, dy,
&z, seront les doubles des composantes suivant les axes d'une force
dirigée perpendiculairemeut au plan de I'axe derotation et de la vitesse
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relative; laquelle force aura pour grandeur le produit de la vitesse
angulaire Vp* -+ ¢> + r*, multiplide par la projection ou la compo-
sante, dans un plan perpendiculaire & F'axe de rotation; de la quantité
de mouvement due a la vitesse relative du point matériel. Le sens dans
lequel cette force devra étre portée, par rapport 4 un mouvement se
dirigeant de I'axe de rotation vers la vitesse relative, sera le méme que
celui de Paxe de rotation par rapport & la vitesse de rotation.

L’introduction des termes ci-dessus revient donc a celle d’'une nou-
velle force, qui a une analogie compléte avec la force centrifuge
ordinaire.

En effet, en désignant par o la vitesse angulaire avec laquelle tourne
la tangente 4 la courbe décrite par un point matériel dont la masse estm,
par v la vitesse; la force centrifuge ordinaire peut se metire sous la forme

LMy ,

c'est-2~dire qu’elle est le produit de ceite vitesse angulaire multiplide
par la quantité de mouvement du point matériel; de plus, sa direc-
tion est a la fois perpendiculaire  la vitesse v et & l'axe de rotation de
la tangente, puisqu’elle est dans le plan osculateur qui est celut dans
lequel tourne la tangente.

Ou voit donc que, pour passer des forces centrifuges ordinaires aux
secondes forces dont les doubles entrent dans les équations du mou-
vement relatif, il suffit de substituer en méme temps, & Vaxe de
rotation de la tangente, i la vitesse angulaire, et 4 la guantité de mou-
vement du point mobile; 'axe de rotation des plans mobiles, la vi-
tesse angulaire de ces plans, et la quantité de mouvement projeié sur
un plan perpendiculaire a cet axe.

Ces secondes forces centrifuges, résultant de Yemploi simultané des
mouvemens relatifs et des mouvemens des plans mobiles, on peut les
nommer forces centrifuges composées. On arrive ainsi 4 cette pro-
position, que les expressions des forces & ajouter aux forces données
pour avoir les expressions des forces dans les mouvemens relatifs

19..
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sont , 1°. celles qui sont opposées aux forces capables de produire
sur chaque point le mouvement qu'il aurait s'il était lié aux plans
mobiles, 2°. les doubles des forces centrifuges composées.

On voit de suite que ces secondes forces disparaissent dans 1'équa-
tion des forces vives comme les forces centrifuges ordinaires, puis-
qu'elles sont dirigées perpendiculairement aux vitesses relatives, et
quon n'obtient V'équation des forces vives qu’en projetant les forces
relatives sur la direction des vitesses relatives elles-mémes.

Flles disparaissent aussi lorsque les mouvemens relatifs doivent se
faire dans des plans paralléles & I'axe de rotation des plans mobiles,
puisque les équations du mouvement dans ces plans ne contiendront
pas des forces qui, dtant perpendiculaires & I'axe de rotation, le seront
aussi aux plans dans lesquels les mouvemens s'opérent.

On peut encore, si I'on veut, donner un autre énoncé des termes de
correction dus a ces forces centrifuges composées , lorsqu'on les con-
sidére, non plus isolément dans Pexpression de chaque force, mais
dans une équation quelconque du mouvement obtenue en choisissant
un systéme de vitesses virtuelles relatives.

En appelant dx, dy, Jz, etc., les composantes des vitesses virtuelles
prises dans le mouvement relatif, c’est-a-dire des vitesses compatibles
avec les liaisons relatives exprimées par Li=o, etc., on aura, en indi-
quant par ¥ une somme s'étendant & tous les points qui entrent
dans l'équation L = o,

dl. dL dL
2(2;&2:\—-!- -‘-5,3]’ - R;é\z) == 0.

En multipliant chacune des équations (A) par la vitesse virtuelle
correspondante et les ajoutant toutes ensemble, les termes en

., dL dL . . . . .
%, T & s'en iront, c'esi-d-dire que ces forces qui provien-
nent des liaisons s'élimineront, et il viendra
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Zm( <E S+ dl,éfy + 3‘::32) -+ 2p2m(M)

+ ngm(dzJ‘z —_ dzk)

(B) dxdy — dydr
-~ 2r3m (—-——-———— )

= 2(Xdx + Yy + Ldz) — 3(X. 0z + Y, dy —+L.d%).

Telle est la formule générale qui donnera toutes les équations se
rapportant aux mouvemens relatifs.

Ces équations, au lien d’étre & deux termes comme pour les mouve-
mens absolus, contiennent toujours quatre espéces de termes qui dé-
pendent 1°. des différentielles secondes; 2°. des différentielles premiéres;
3°. des variables elles-mémes; 4°. de termes qui dépendent des forces
données, lesquelles, suivant les cas, dépendront des coordonnées ou.
de leurs différenticlles premiéres.

On voit qu’il y a deux espéces de termes supplémentaires; les uns
sont dus aux forces X,, Y., Z., qui dépendent ainsi des coordonnées
x, %, z, qui sont les inconnues du probléme; lesautres qui dépendent
des différentielles dx, dy, dz de ces inconnues.

Remarquons que le facteur

m (dydz — dzdy)

-n’est autre chose que Yaire du parallélogramme constrait sur la pro-
jection dela vitesse effective et de la vitesse virtuelle sur le plan des yz;

ainsi

im (dydz — dvdy)

sera la somme alggbrique de toutes les aires semblables pour tous les
points du systéme.
Chacune de ces aires, dans Pespace, peat sexprimer par........

mdsds sin (ds’}s).AEn représentant par A, u, v, les angles que la per-
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pendiculaire & son plan fait avec les azes coordonnés, on aura

sm (‘% Sz — 'Z,it é‘y): Em‘d?j ds sin(d’s\é\s) COSA,

d d: d: R
sm (5 ox — fa“z):: 3m 5 s sin(dsds) cosu,

d d d o (oo
sm E; Sy — d_{ Jx)z m d—i ds sin (dsds) cosy.

Représentons par a, 38, 7, les angles que 'axe instantané de rotation
des plans mobiles fait avec ces axes, et par o leur vitesse angulaire de
rotation autour de cet axe; on aura

p = @ COSa,
G == o cosf3,
r == cosy.

La somme des termes en question dans Péquation (B), devient ainsi
égale

AN
205 i;; ds sin (dsds) (cos a cos A —+ cos B cosu —+ cosy cosy).

. . . d N
On voit que c’est la somme des projections des aires m = 5 sin (dsds
3 @

sur un plan perpendiculaire & 'axe de rotation. Ainsi l'on peut dire
que, pour avoir une équation du mouvement relatif, il faut ajouter
aux termes ordinairement existans pour le mouvement absolu, d a-
bord celui qui provient des forces qui sont capables de forcer les
points & rester invariablement lids aux plans mobiles, et en outre
un terme qui estégal & deux fols la vitesse angulaire de rotation des
axes mobiles multiplide par la somme des projections sur un plan
perpendiculaire & Uaxe de rotation de ces plans, de toutes les aires
des parallélogrammes compris entre les quantités de mouvement
effectives et les vitesses virtuelles. ‘

Dans le cas de I'équation des forces vives, chaque aire est nulle,
puisque la vitesse virtuelle coincide avec la vitesse effective; la somme
de ces aires l'est donc aussi, et le dernier terme de correction dispa-
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rait. Cette remarque forme précisément le théoréme que jai donné
sur le principe des forces vives dans les mouvemens relatifs.

Il y a un autre cas assez général ol ces aires disparaissent aussi,
c'est celul ol les mouvemens relatifs et virtuels se font pour chaque
point dans un plan paralléle 4 'axe de rotation des plans mobiles. Il
est clair, en effet, que les aires comprises entre ces deux vitesses de-
viennent nulles en projection sur un plan perpendiculaire a l'axe de
rotation. Ainsi, dans ce cas, toutes les équations du mouvement , par
exemple, celles du centre de gravité et des aives ont lieu pour le
mouvement relatif , en ajoutant seulement les forces —X,, —Y,, —Z,.

Lorsqu’on veut avoir des équations qui, pour ce mouvernent relatif,
se rapportent au centre de gravité, cest-d-dire qui résultent de vi-
tesses virtuelles égales et paralléles & I'un des axes mobiles, il suffit
d’ajouter ensemble toutes les équations (A) qui se rapportent & une
méme coordonnée.

En représentant par £,» et £, les coordonnées du centre de gravité,
par rapport aux axes mobiles, et posant 3m = M, on a

d’zx 54

et
dx df
Im g = M5

. . , dZ .
ce qui donne pour les sommes en question, ot les forces A 5-,etc.,dis-
4 dz’ ?

paraissent toujours,

Mo + 2 M(g% _r 9 — 35X —5X,,
€ MZ +M(rE—p®—sy — v,

& d ay .
MZ + M (por—g 3)=3L — Z,.

Si, dans le mouvement relatif, le centre de gravité du systéme reste
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sur une droite paralléle a Yaxe de rotation des plans mobiles, on a-

r q r? -
ou bien
gG —ra=o
r& _pZ o
PE — gE=—o

Ainsi les équations ci-dessus n'ont plus de second terme , et se rédui-
sent 4 ,

M % — sX — X,

dar

M2 — Y — Y,

M ‘id’T‘E = 31 — Z3L..

Une senle de ces trois peut subsister de la méme manicre sans le
second terme de correction,si la directionde la coordonnée relative, qui
entre dans la différentielle du deuxiéme ordre, se trouve perpendi-
culaire & la fois & 'axe de rotation et ala vitesse du centre de gravité.
Car alors, si c’est la coordonnée £, par exemple, on a

Ainsi quand deux axes seulement des coordonnées relatives sont .
mobiles, et que le troisitme, celui des £, par exemple, reste pa-

ralléle & T'axe de rotation auquel se rapportent les quantités p, ¢, r,

comme on a alors ¢ =0, r=o0, on aura I'équation

M 25 — 53X — 3X..

de
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Enfin, si le centre de gravité se meut sur une ligne donnée par
. dy
rapport au plan moblle-, en la prenant pour axe des ¢, on aura z =0,

g, .
3'?— = 0, et par suite,

&
M2 — 5X — :X..
Si maintenant nous voulons examiuer ce que deviennent les équa-~
tions des aires, il fandra, dans Péquation (B), prendre des vitesses vir-
tuelles de rotation autour d’un des axes des coordonnées, par
exemple, poser
8z = 0, xdx -+ ydy = o,
ou
oz 4
J\Z 7 ey

On obtiendra ainsi
m <y:%f — x%{) — 2r3m (xdx + ydy)
~+ 3m (px +qy)dz= 3(Xy — Xa) — 2(X,y— Y.x).

Cette équation , ainsi que les deux autres semblables qu’on obtiendrait
pour les vitesses virtuelles de rotation autour des autres axes de coor-
données , ne se simplifient pas en général.

Si laxe de rotation des plans mobiles a une direction constante
dans l'espace, auquel cas on sait qu’il en est ainsi par rapport aux axes
mobiles; on pourra le prendre pour axe des z, et I'on aura

p=20, g =o0.

L’équation ci-dessus devient alors

< (Jfﬂ.};i‘f‘l) — arsm (xdx +.7’{7)

=3(Xy — Yr) — (X, y— Y.x).
XXIV Cahier.

30
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Ainsi cette relation est toujours au nombre des équations du mouve-
ment relatif quand 'axe de rotation du mouvement qui entraine les
plans mobiles a une direction constante dans l'espace. Si les points
mobiles, dans leur mouvement relatif, ne changent pas de distance
par rapport & l'axe autour duquel on prend les aires; cest-a-dire &
partir duquel on compte ici les coordonnées x et y; le terme de cor-
rection 2r3m(xdx + ydy) disparait dans I'équation ci-dessus.

Si les forces XY sont dirigées vers l'origine des coordonnées, elles
disparaissent de cette équation. Il en sera de méme des forces X., Y.,
si Yaxe de rotation conserve une direction constante qu'on prenne pour
axe des z, et si la vitesse angulaire de rotation des plans mobiles est
uniforme, cest-a-dire si r est constant et égal a w; on aura donc

m (&a%x—wy«> == 2w3m(xdx + ydy).

En désignant par A le moment d’inertie variable du systéme 4 un
instant quelconque, et par A la somme des aires décrites sur le plan
des x, y; on aura, en intégrant entre deux instans, et indiquant la
premiére limite par l'indice zéro,

da da,
7 ZM(A — Ao).

Ainsi, dans les hypothdses précédentes , les différentielles des aires
dans les mouvemens relatifs , lorsqu’elles sont projetées sur un plan
perpendicalaire 4 'axe de rotation, croissent comme les momens d’i-

nertie.



