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Nomenclature
température (K)

R résistance thermique (K.W 1)

C Chaleur massique (J.Kg 1. K1)

q sources de chaleur volumiques (W.m=3)
Q chaleur, energie (J)

h coefficient d’échange convectif (W.m=2)
g gravité (m.s—?)

P pression (Pa)

t

1%

temps (s)
vitesse du fluide (m/s)
Nu Nombre de Nusselt
Gr Nombre de Grashof
Ra Nombre de Rayleigh
Pr Nombre de Prandtl
Pe Nombre de Péclet
Ri Nombre de Richardson
@ densité de flux de chaleur (W.m™2)
o Flux de chaleur (W)
A conductivité thermique (W.m 1. K1)
V2= A operateur laplacien
p masse volumique (kg.m~3)
a= p% diffusivite thermique (m?.s71)

Ié] dilatabilité volumique (K 1)



Chapter 1

Introduction

L’objet de chapitre est de rappeler comment ’écriture sous forme adimensionnelle de 1’équation de transport de la chaleur
fait apparatre les nombres sans dimensions caractéristiques de la convection dans les fluides. On y ra pelle aussi ce qui
caractérise les différents régimes de convection : forcée, naturelle et mixte. Ce chapitre se termine par la liste des principaux
nombres sans dimension utiles en convection thermique.

Lorsque le champ de vitesse est imposé, le champ de température est totalement dépendant de celui-ci. Cette situation
est celle de la convection forcée dans laquelle la vitesse est donc insensible aux variations de température dans le fluide. La
température T obéit alors a une équation de transport:

DT
Cp=— = A\V?’T+®
rCrTy; VT 4 g

ot DT oT
E = E + (V.V)T

Le dernier terme représente un éventuel terme source pouvant résulter d’une réaction chimique, de Ueffet Joule si le fluide
est métallique ou de la contribution des forces visqueuses si I’écoulement est supersonique (®g est en W.m=3).

Lorsque le champ de vitesse est crée par le champ de température, on dit que la convection est naturelle, et la vitesse
obéit a:

v = 7 i
piy =~V +uVV = pgB(T — Tre)g

ol le dernier terme représente la poussée d’Archmede par unité de volume fluide.

Ecriture adimensionnelle des équations

- En convection forcée:
Si la distribution de vitesse n’est pas connue, on peut la chercher par résolution des équations de Navier-Stokes. En choisis-
sant les variables adimensionnelles suivantes:

T+:T_Tref.U+: U ot = 2 pt = P+ _ ¢
AT ' Uref ' Lref ' pUr2€f 7 Lref/Uref
I’équation de la vitesse devient:
DV+ - 1 -
= -Vpt + —V2V+
Dt+ P Re
UrefLrey

ol le nombre de Reynolds est tel que Re = -
La solution obtenue peut ensuite étre ensuite introduite dans I’équation de T' qui, en écriture adimensionnelle, devient:

pCpAT DT+ NAT _, . .
. = TH+ &
Lyes/Upes Dt L2 v tPs

ref

soit encore: DT+
1 oo
- T+ (I)Jr
Dt+ Pev + s




ou Pe désigne le nombre de Péclet: Pe =

dF = DPsLyey
S = Urey ATpCp*
- En convection naturelle:

L’utilisation des mémes grandeurs adimensionnelles transforme ’équation de Navier-Stokes ainsi:

UpegLyre . s . .
ZrefZref gvec o = —2— diffusivité thermique du fluide. Le terme @ est tel que
a pCp S

DV - 1 . gBATL
= _Vpt + —V2y+ +
e Vpt + VAV 0 T

Il reste toutefois & déterminer U,y qui n’est pas imposée par un mécanisme externe mais par la convection naturelle
elle-méme.

Si I’écoulement est rapide ( Re, Gr >> 1), on peut postuler un équilibre entre les forces d’inertie et la poussée d’Archimede

soit:
2

U
zref ~ pgﬁAT — Uref =V gﬁATLref

de sorte que Navier-Stokes devient:

DU+
Di+

1

2772 + 3
Gr1/2v Ut —-T" gt

= —Vpt +

ot le nombre de Grashof est défini par: Gr = 22
L’équation de la température devient alors:

ATL®
V2 '

DT+ B 1
Dt+ — Gri/2pr

VATT + &F

olt le nombre de Prandtl est défini par Pr = £.
Si I’écoulement est lent (faible Grashof et Reynolds), un choix judicieux de 1’échelle de vitesse consiste & équilibrer les
forces visqueuses et d’Archimede ce qui donne ,u% ~ pgBAT. L’échelle de vitesse est alors:

gBATL?

Ures =
ref v

- Convection mixte:
Lorsque de la convection naturelle se superpose a de la convection forcée, la question se pose de savoir si un des deux champs
de vitesse peut étre négligé ou si les deux doivent étre pris en considération.

On peut par exemple estimer le rapport des deux vitesses attendues pour chacun des modes de convection pris isolément,
soit y/gBAT L,.¢ pour la convection naturelle et Uy pour la convection forcée. On forme ainsi le nombre de Richardson:

ATL
Ri = gﬁ - ref
Us
Si Ri >> 1, alors la convection naturelle domine alors que si Ri << 1, c’est la convection forcée qui prévaut.

- Le nombre d’Eckert: pour un écoulement de gaz & grande vitesse (nombre de Mach > 0.3), la puissance des forces

2
visqueuses génere de la chaleur, ce qui se traduit par un terme source dans I’équation de T'. Le nombre d’Eckert Fc = %
mesure 'importance de cet effet: si Fc << 1, la contribution des forces visqueuses a 1’échauffement du fluide peut étre
négligée.

Pour I'ensemble des problemes convectifs, les échanges de chaleur en paroi se mesurent a I’aide du nombre de Nusselt:

Preel
Nu= —2red
YT NAT /Loy

ou le numérateur désigne le flux de chaleur qui passe effectivement a travers la paroi et le dénominateur le flux qui circulerait
si seule la conduction agissait.

En convection forcée, le nombre de Nusselt est de la forme: Nu = f(Re, Pr).
En convection naturelle, il s’écrit: Nu = f(Gr, Pr) ou encore Nu = f(Ra, Pr)



Nombre de Nusselt

h : coefficient de convection I :
longueur caractéristique A : con-
ductivité thermique du fluide

Nu traduit la qualité de
I’échange thermique : une aug-
mentation de ce nombre traduit
une contribution importante de
I’écoulement sur 1'échange de
chaleur avec la paroi

Nombre de Prandtl Pr=< v : viscosité cinématique a : dif- | Pr compare I'aptitude du fluide
fusivité thermique du fluide a diffuser la quantité de mouve-
ment par le biais de sa viscosité a
son aptitude a diffuser la chaleur
par le biais de sa diffusivité ther-
mique
Nombre de Reynolds Re = % U vitesse moyenne de
I’écoulement, d  dimension
caractéristique et v viscosité
cinématique du fluide
Nombre de Péclet Pe = % U vitesse moyenne de | une valeur élevée de Pe traduit
I’écoulement, d  dimension | une distorsion importante du

caractéristique et a = £52

by
diffusivité thermique du fluide

champ de température due a
I’écoulement par rapport a ce
qu’il serait si seule la diffusion
était présente

Nombre de Grashof

Gr — 9BATP

B coefficient de dilatabilté
du fluide , [ dimension -car-
actéristique, g gravité et v
viscosité cinématique du fluide

une augmentation de Gr traduit
une augmentation de l'intensité
de la convection naturelle

Nombre de Rayleigh

_ gBATI®
Ra = o

v viscosité cinématique , a diffu-
sivité thermique du fluide

Ra = Gr.Pr pour de lair ou
des fluides de nombre de Prandtl
proche de 'unité, Ra et Gr sont
tres proches

Nombre de Richardson

—— gBATI
Ri = %0

en convection mixte, Ri >> 1
traduit I'importance de la con-
vection naturelle par rapport a la
convection forcée

Figure 1.1: Nombres sans dimension utiles en convection




Chapter 2

Convection forcée interne

Ce chapitre présente quelques résultats relatifs a la convection interne, c’est a dire en conduite. On traitera d’abord le cas
des écoulements laminaires, puis turbulents.

2.1 Convection forcée laminaire en conduite circulaire chauffée a flux con-
stant
e situation tres courante (échangeurs)
e la conduite fournit un flux constant : ‘PP(Tparoi > Thuide)

e le champ de vitesse est un écoulement de Poiseuille supposé non pertubé par la convection naturelle. Il est en régime
établi.

e le champ de température est supposé aussi établi, cela suppose qu’on soit suffisament éloigné de la zone d’entrée ou
prend naissance une couche limite thermique

La longueur, L, d’établissement sera estimée plus précisément par la suite. Elle est telle que :

L UD
— ~ 0,05.Rep avecRep = —
D v

Un simple bilan thermique sur une tranche dz donne:

dP = p2rw Rdx = mCpdT
d’ou l'expression de ’accroissement de température le long de la conduite:

dT'  2mRep
de pQCP

La température croit donc linéairement le long du tube.

= Cste

Par ailleurs, on peut tres simplement montrer que la solution de 1’équation de la chaleur donne un profil de 7' qui est un

polynome de degré 4. On en déduit le nombre de Nusselt :

48

Nu=—=4,36

11
Toutefois on peut déduire sans calculs 'ordre de grandeur de la différence de température entre la paroi et 'axe en disant
que cet écart doit étre tel qu’il permette le passage du flux ¢ imposé par la paroi:

TP - Ta;ﬂe ~ ﬁ

~NLE T fame oo
L4 R P )

Ceci est confirmé par la figure 2.3 qui montre les profils de T dans les directions radiales et axiales.
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Figure 2.1: Conduite circulaire chauffée sous flux constant

T —— P T 7 7 régime
thermique établi
5109 T
I A »P

Début du chauffage

Figure 2.2: Etablissement du régime thermique a ’entrée d’une conduite circulaire chauffée sous flux constant

o_Te-TA 9/ R
Tp-Ta |
) |
©=1 paroi |
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| développementde  yggime
la couche limite thermique établi
| thermique | - Tp(X)
| | -
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Figure 2.3: Conduite circulaire chauffée sous flux constant: profils de température et de flux radial de la chaleur.



Convection laminaire en canal rectangulaire chauffé & flux constant La corrélation de Shah et London (1978) donne le
nombre de Nusselt en fonction du rapport d’aspect v du canal pour un chauffage a flux constant sur les 4 faces du canal :

Nu = 8,235(1 — 2,0421 + 3,085372 — 2,47657> + 1,0578y* — 0, 1861~°)

ou v est le rapport du plus petit coté au plus grand et est donc inférieur & 1. Pour un canal carré (v = 1) on obtient ainsi :
Nu = 3,64. Le nombre de Nusselt est défini ici comme : Nu = %.

2.2 Convection forcée laminaire dans des conduites de section quelconque

La Figure 2.4 , extraite du livre de Incropera and de Witt, donne le nombre de Nusselt et le coefficient de frottement pour
des écoulements laminaires dans des conduites de section quelconque.

TABLE 8.1 Nusselt numbers and friction factors for fully developed
) laminar flow in tubes of differing cross section
L L ]
hD, ‘
. b
Cross Section P (Uniform ¢ (Uniform T,) 1 Rey,
— 4.36 3.66 64
1.0 3.61 2.98 57
1.43 3.73 3.08 59
2.0 4.12 3.39 62
3.0 4.79 3.96 69
4,0 5.33 4.44 73
8.0 6.49 5.60 82
oo 8.23 7.54 96
— 3.11 2.47 53
Used with permission from W. M. Kays and M. E. Crawford, Convection Heat and Mass Transfer,
McGraw-Hill, New York, 1980.

Figure 2.4: Nombre de Nusselt et facteur de friction f (f tel que AP = f Dih%pVQ) pour des écoulements laminaires
pleinement développés en conduites de section quelconque (d’apres Incropera and De Witt). La premiére colonne représente
le rapport d’aspect de la conduite, la seconde le nombre de Nusselt lorsqu’un flux uniforme est imposé a la paroi, la troisieme
le nombre de Nusselt lorsque la paroi est main tenue a température uniforme.

2.3 Convection forcée turbulente dans un tube quelconque

Du fait de la présence de tourbillons dans 1’écoulement, la diffusivité apparente du fluide augmente et les transferts de
chaleur s’en trouvent intensifiés. On donne ici d’abord quelques résultats relatifs aux écoulements en tubes cylindriques puis
on donnera la marche a suivre pour des conduites turbulentes de section quelconque.



Ecoulement turbulent en tube circulaire lisse infiniment long :

Pour L/D > 60 ; 0,7 < Pr < 100 ; 10 < Rep < 1,2.10°
Formule de COLBURN : Nup = 0,023.Pri/3.Res® (Nup = 55575 )

Les propriétés du fluide sont évaluées & ( Tparoi + Tmélange)/2
On peut aussi utiliser la corrélation tirée d’expériences de DITTUS et BOELTER :
Nup = 0,0243.Re08. Pr04 siTp>Tm Nu= -2
Nup = 0,0265.Re%8. Pro:3 siTp<Tm } 25
[Propriétés a prendre a (Tp + Tm)/2].
Pour des nombres de Reynolds plus grands, (10* < Re < 5.10%) et un nombre de Prandtl proche de celui de I'air
(0.5 < Pr < 1.5), la formule suivante peut étre employée:

Nup = = 0.0214 [Re}%® — 100] Pro*

_r
A\AT/D

Tubes courts:

Selon la longueur on utlisera:
- pour 20 < % <60 = Nup,, = Nup,e [1 +6%]
0

- pour 2 < % < 20— Nup, = Nup, oo [1 + (%) '7}
Dans ces deux dernieres formules, Nup o est celui d’un tube infiniment long (% > 60).

La modélisation numérique permet d’avoir des informations plus précises sur le profil transverse de vitesse et de température
dans la conduite mais ce type de renseignements n’est souvent nécessaire que lors du développement d’un nouveau produit
et rarement lors du dimensionnement d’un projet industriel.

Pour des conduites de section quelconque , on peut, a défaut de données fiables, reprendre les formules valables en tubes
circulaires et remplacer D par le diametre hydraulique Dy de la conduite qu’on souhaite étudier.



Chapter 3

Convection forcée externe

Contrairement au chapitre précédent qui décrit les échanges thermiques a l'intérieur d’une conduite on s’intéresse ici aux
échanges lorsque le fluide s’écoule a I'extérieur d’un corps. On traitera ainsi le cas des écoulements sur plaque plane, laminaires
ou turbulents, ainsi que quelques exemples d’écoulements autour d’obstacles.

3.1 Convection forcée laminaire sur plaque plane

On assimile la paroi & une plaque plane lorsqu’elle est effectivement plane ou bien lorsque sa concavité est suffisamment faible
pour étre négligée. Dans une situation confinée, le diametre hydraulique peut étre suffisamment faible pour que 1’écoulement
soit laminaire. L’écoulement pres d’une paroi consiste en une zone lointaine (éloignée de la paroi), de vitesse Uy, et une zone
tres mince, ou les gradients transverses de vitesse sont élevés, permettant de respecter la condition U = 0 a la paroi. Cette
zone est appelée couche limite hydrodynamique (voir Figure 3.1).

Cette couche limite est d’une importance essentielle dans les transferts thermiques entre le fluide et la paroi : il existe
également une zone mince pres de la paroi ol les variations de température sont rapides : c’est la couche limite thermique
(voir Figure 3.2). Nous allons montrer, dans le prochain paragraphe, comment les équations du mouvement et de 1’énergie
pourraient étre simplifiées en vue d’une éventuelle résolution analytique. Puis, dans les paragraphes suivants, nous simpli-
fierons encore le probleme pour faire ressortir non pas la valeur exacte du nombre de Nusselt mais son ordre de grandeur en
fonction du nombre de Reynolds de I’écoulement et du nombre de Prandtl du fluide.

3.1.1 Rappel sur les couches limites hydrodynamique et thermique
Pour simplifier, on supposera :

e écoulement 2D (I’écoulement n’a donc que 2 composantes de vitesse, une le long de la paroi et une dans la direction
normale a celle-ci.

e régime permanent 9/9t =0
e &g =0 : pas de sources internes de chaleur : la puissance thermique associée a la dissipation visqueuse est négligée.
e propriétés physiques (u, a, p, \) constantes

Un traitement rigoureux de la couche limite nécessiterait la résolution complete des équations de Navier-Stokes. Leur
complexité a donné & PRANDTYL I'idée de les simplifier pour ne retenir que les termes les plus importants . L’idée principale
consiste & négliger les gradients axiaux 0/0x devant les gradients transverses 9/0y. On obtient ainsi les équations de
PRANDTL de la couche limite:

ou N ou 10p 0%u
Ue— +V— = ——— +V—>
ox Oy p Ox oy?
et :
op
oy
’ . rez 2 . 9 o . . . . .
Ces équations ont été établies en supposant que 5~ << 7- et que la pression ne varie pas suivant la direction Oy.
Un raisonnement analogue fournit une équation simplifiée de la température:

a—T>>a—T—>ua—T+va—T—a82—T
Oy Ox Ox Oy O0y?

0

10
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Figure 3.1: Développement d’une couche limite hydrodynamique sur une plaque plane

La résolution combinée de ces 3 équations (qdm suivant x, pression et température) permet le traitement d’une couche
limite thermique sur paroi en présence d’un écoulement. Cela reste encore complexe et ’objet de ce cours est plutt de discuter
les ordres de grandeur régissant les échanges de chaleur et le nombre de Nusselt associé. Il est pour cela utile de se rappeler
qu’une couche limite résulte de la compétition entre deux effets qui sont:

- la diffusion (de quantité de mouvement ou de chaleur selon qu’on s’intéresse & une couche limite cinématique ou thermique).
Celle-ci est dominante dans la direction y normale & la paroi qui présente les plus forts gradients.

- la convection , c.a.d. le transport, par I’écoulement lointain qui a lieu principalement suivant Ozx.
Pour la couche cinématique, pendant un temps ¢, elle aura diffusé transversalement d’une distance 6 = v/vt. Pendant ce
temps, la convection l'aura déplacée de x = Upt. L’élimination de ¢ dans ces deux relations fournit:

1/2
gz <ﬁ> / = Re; /2
0

L’expression précédente fait apparatre le nombre de Reynolds local Re, = % basé sur I’abscisse le long de la plaque :
il varie donc e tout point de la plaque depuis la valeur 0 en z = 0 jusqu’a sa valeur maximale en z = [ ou il vaut Re; = UTOl
Comme il a été vu en cours de Mécanique des Fluides de M1 , cette derniere valeur doit étre inférieure & 10° environ pour

vr

1/2
que I'écoulement reste laminaire. I’expression de § peut aussi s’écrire § = ( Uo) qui montre ’évolution en v/z de la couche
limite.
Le traitement par ordres de grandeur de problemes thermiques nécessite de considérer 2 cas extrémes caractérisés par Pr << 1
ou Pr >> 1 (voir Figure 3.3).

3.1.2 Echanges thermiques sur plaque plane pour Pr << 1

Dans ce cas la chaleur diffuse plus rapidement que la quantité de mouvement et 1’épaisseur de la couche limite thermique
sera plus grande que celle de la couche limite cinématique:

5<<5t

Le méme raisonnement que pour la couche limite cinématique peut étre appliqué a la Couche limite thermique. Pendant
un temps t elle aura diffusé transversalement de §; = v/ at. Pendant ce méme temps elle aura été convectée a la vitesse Uy
(puisque presque toute la couche thermique se trouve plongée dans une zone se déplacant a Uy , voir Figure 3.3-a). Ainsi,

on a :
ax
515 ~ —_—
Uo

~yv/a= Pri/? << 1

d’ou:

9
t

11



On peut alors estimer le flux de chaleur extrait de la paroi:

Tp —To
Op B FA———
Ot
et en le normalisant par : A12 ;TO, on obtient:
N x
Uy =R —
x 5t
soit:
Nug, ~ Regl/Q.Prl/2
avec:

Re, =

v

3.1.3 Echanges thermiques sur plaque plane pour Pr >> 1

Le méme raisonnement s’applique au calcul de § qui garde la méme expression. Toutefois, celui relatif a §; doit étre revu.
En effet, le nombre de Prandtl est maintenant tel que:

5,5 << 6

La couche limite thermique est donc incluse dans une région de plus basse vitesse que Uy, variant de 0 a la paroi jusqu’a une
valeur que 1’on peut estimer a %.Uo si on linéarise le profil de vitesse de U. Pendant un temps ¢, on écrit donc:

(St:\/a et .I:%Uot

21/2,1/64,1/3

UL/

t ~
On peut former le rapport des épaisseurs des 2 couches:

) ~ Vv/a= Pri/?
Ot

Le nombre de Nusselt s’écrit maintenant: "
Nu, = 5 ~ ReglC/Q.PTl/3
t

Seul I'exposant du nombre de Prandtl a changé par rapport au cas Pr << 1. La figure 3.4 tirée de Eckert and Drake, fournit
les résultats de l'analyse exacte (traitement complet des équations de la couche limite que nous avons évoqué dans le premier
pararaphe).

Uinfini

T(y) otk

-~ L

Figure 3.2: Couche limite thermique sur plaque plane
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TP

o<ot (Pr<l)
Métaux liquides

o>6t (Pr>1)
Liquides ususels

Figure 3.3: Profils de température et de vitesse en fonction du nombre de Prandtl. a)- Pr << 1 la couche limite se trouve

presque entieérement située dans une zone ot la vitese vaut Uy b)- Pr >> 1 la couche limite thermique se trouve placée dans
une région ou la vitesse évolue de 0 a la paroi jusqu’a une valeur U; en y = ;.

1.00 T 11
1 l’I -
Nu,:0332 [Re, JPr A
N e

Nu,?0.500 [Re, Pr /
-

3 |§' 0.10 -
7
v
v

- ‘ B+0

/ 0
0.01

107 1072 0 1 10

Pr

Figure 3.4: Couche limite laminaire sur plaque plane: Nusselt number vs Prandtl number (Eckert & Drake - Analysis of heat
& mass transfer)
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3.1.4 Expressions exactes - Flux total échangé (en laminaire)

Le calcul complet tenant compte du profil de vitesse réel dans la couche limite est en fait possible pour certains écoulements
et notamment celui sur plaque plane. On trouve :

e Pour Pr < 0.1: Nug = 0,565.Rer/? . Pri/?

s . X X . Tp+T
(Les propriétés du fluide sont a prendre a la température du film #)
L
w-de L Nug A\&L d L
Nombre de Nusselt global : Nuy = )‘%L_ﬁ = fOAAT =Jo ¢ A T = fo Nuwd?x
soit : Nup = [;0,565.Pri/2 (Yez) !/ dz — 1 13 Rel/2Pri/2 avec

ReL = U(L'L

e Pour Pr> 0.1: Nu, = 0,332.R6315/2 . pri/3
de méme : Nug, = 0,664.Re}/> . Pr/3

Le tableau suivant synthétise les résultats :

Pr<<1| Nug =1, 13.RelL/2Pr1/2
Pr>>1| Nug = 0,664.Re}/>Prt/3

Nombre de Nusselt pour un écoulement laminaire d’un fluide sur une plaque plane

3.2 Convection forcée turbulente sur plaque plane

Corrélations usuelles : Lorsque le nombre de Reynolds local Re, excede la valeur Re, > 3.10° on adopte les résultats suivants

Nuy = 0,029.Pr'/3 Re2> | 0,5 < Pr < 50
Nuy = 0,036.Prl/3. Re‘z/ 5 écoulement turbulent sur toute la plaque

Une étude détaillée du profil de température dans la direction transverse a la plaque révele que celui-ci est tres similaire
a ce qui est observé pour le champ de vitesse (voir cours de Mécanique des Fluides de M2) qui s’exprime ainsi:

e uT =yT pour y* € [0;10]

e ut =55+ 1 Lny™ pour y* € [100;1000] olt £ = 0.41 est la constante de Karman.
On montre donc que le profil de T s’écrit:

e dans la zone visqueuse (y* € [0;10]): TT = Pr.yt avec T = %(PTP_T)

ol U* est la vitesse de frottement classiquement définie, Tp et wp la température et le flux & la paroi. T désigne la
température de mélange de 1’écoulement.

e dans la zone Log on trouve: T+ = 2.195 Lny™ + 13.2 Pr — 5.66
On voit donc que lallure générale des profils de T et de U sont tres semblables, que ce soit dans la zone visqueuse ou

dans la zone Log.

3.3 Ecoulements forcés autour d’obstacles

3.3.1 Obstacles cylindriques

Cette situation correspond par exemple a celle des échangeurs a tubes et calandre dans lesquels le fluide de la calandre croise
les tubes. L’écoulement autour d’un cylindre dépend fortement de Re (voir Figure 3.5).

e Si Re << 1 (rare) : écoulement purement visqueux symétrique

e Si Re  mais reste inférieur a 40, il existe 2 tourbillons attachés derriere le cylindre

14



e Si Re > 40, il existe une allée de tourbillons de Von Karman a l’aval du cylindre

e Si Re  encore, la couche limite qui se développe a partir du point d’arrét a # = 0 devient turbulente et décolle & 0y
Re < 3.10° — 64 =80°

Re >3.10° — 60;=120° et la couche limite est turbulente méme entre § = 0 et 6 =

- \/ﬁf

Re=10

Re > 40: Rue de tourbillons de Von Karman

point de séparation
de la couche limite
turbulente

point de
séparation

Re>3x10°

Re<3x10

Figure 3.5: Ecoulement autour d’'un cylindre. Ref.: Favre-Marinet, cours de 'TENSHMG

Résultats expérimentaux concernant les échanges thermiques (Fig. 3.6 et 3.7):

e Si Re petit, Nu est petit (de quelques unités), surtout a I’aval ou les recirculations sont peu actives.
e Pour Re > 426 000, Nu augmente beaucoup (plusieurs centaines) avec un max vers f; = 120°

Synthese des résultats expérimentaux : (Hilpert, 1993)

Re € [1,4000]

Nu = 0,43 + 0,53 Pr03T Re0

Re € [4000, 40000]

Nu=0,43 + 0,193.Pr931 Re0:018

Re € [40000, 400000]

Nu = 0,43 + 0, 0265. Pr03T Re0:805

Ecoulement autour d’un cylindre

15
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Figure 3.6: Distribution azimutale du coefficient d’échange autour d’un cylindre dans un écoulement d’air- a) Re petit, b)
Re intermédiaire. Ref.: Eckert and Drake. Attention: 1’écoulement va de droite & gauche sur la Fig.a et de bas en haut sur
la Fig.b.

Figure 3.7: Distribution azimutale du coefficient d’échange autour d’un cylindre dans un écoulement d’air- Re >> 1. Ref.:
Eckert and Drake (I’écoulement va de gauche & droite).
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Log, Nu

I -
/,7

0 ' 2 Log,Re

Figure 3.8: Convection forcée autour d’un cylindre dans ’air. Nombre de Nusselt moyen en fonction de Re d’apres Hilpert
(1933).

N1 — ® - _ 9 _ Ved
avec Nu = =T et p=35 et Re= ==
d

Application a la mesure de vitesse par fil chaud : La sonde est un fil de platine de diametre trés petit d = 5um. Un
asservissement électronique le maintient a température constante par apport calorifique d’un courant engendrant un effet
Joule. La mesure du courant i est fonction du flux ¢ échangé par le fil.

fil i W

Calcul de Re dans I'air & Vo = 100 m/s : la viscosité cinématique v ~ 1075m?/s : on en déduit Re = V%d ~ 50 (on est donc
en régime laminaire) et le nombre de Nusselt dépend de Re~ Y2 d'ou N, =~V

Par ailleurs N, = fg;fﬁ = —FL_Q;AT

Donc le flux ¢ est proportionnel a v/V; : la réponse de la sonde sera non- linéaire de sorte que la sonde nécessitera un
étalonnage préalable réalisé dans un petite soufflerie par exemple ot la vitesse est tres bien connue.

3.3.2 Obstacles non circulaires

La encore on introduit un coefficient d’échange h tel que:
¢ = hSAT

de sorte que le nombre de Nusselt devient:
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¢ hSAT hd

Nt = Y515 = N5Ts =)

On pose Nug = C.Rezl”.Pro’?"r’ avec Reg = Uoo.d/v
La figure 3.9 donne les valeurs de C et m pour diverses géométries.

Nug = -’-l:\é = CRe} Pro®
Rey C m Ref.
—_ <>:Id 5.10° a 10% 0,25 0,588 | /21/
2,5.10° & 8.10° | 0,180 | 0,699 | /22/
— d 5.103 & 10° 0,104 | 0675 | /22/

— o Id 2,5.10° a 1,5.10 | 0,25 0,612 | /22/

—> O ]d 3.10° & 1,510° | 0,096 | 0804 | /22/
- Old 510° a 105 | 0156 | 0638 | /21/
5.10 a 1,9510° 0,162 0,638 | /21/
— d 1,95.104 & 105 | 0,0395 | 0,782
2
- 1 |d 3.10° a 2.104 0,264 | 0,66

— | ]d 4.10° a 1,5.10* 0,232 0,731 | /22/

1
— 4\/2'111 3.10% a2.10% 0,246 | 0,61
1

Figure 3.9: Coefficients d’échanges en fonction de la géométrie en convection forcée externe. (d’apres Taine et Petit). La
fleche indique le sens de 1’écoulement.
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3.3.3 Obstacle sphérique

d
Uso
T
Dans les conditions suivantes:
0,6 < Pr < 400 et Re < 7.10*

on a :

Nug = % =2+0.6 Pr1/3.Retli/2 ‘

Ecoulement autour d’une sphére: nombre de Nusselt en fonction de Re et Pr.
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Chapter 4

Convection naturelle

4.1 Introduction

Rappel de la définition : il s’agit de la description du mouvement d’un fluide engendré par les forces d’Archimede dues aux
variations de la masse volumique avec la température. Il y a donc couplage de la dynamique et de la thermique. Le champ
de vitesse transporte la chaleur et, du fait de la dépendance de p avec T, agit sur la distribution de masse volumique ; en
retour, les modifications de masse volumique créent du mouvement par le biais de la poussée d’Archimede.

La convection naturelle est un phénomene important dans de nombreux procédés industriels :

e refroidissement d’appareils électriques
e collecteurs solaires

e chauffage des locaux

e centrales nucléaires

Les équations du mouvement en présence de convection naturelle ont été présentées dans le chapitre 1 : leur forme
adimensionnelle a fait apparatre les nombres de Grashof et de Rayleigh :

AT .3 AT .3
Gr = QB72 et Ra = Gr.Pr = gbAaT. "
v av
ou [ désigne la dilatabilité thermique du fluide :
1, 0p
B= _;(8_T)P

Pour un gaz parfait on montre facilement que g = % Par exemple, pour de l'air a 20C' , assimilé a un gaz parfait, on
obtient : # = 5= ~ 3.1073,

Avant de présenter les résultats d’échanges thermiques par convection naturelle le long d’une paroi, il faut préciser le
critere qui caractérise la transition laminaire/turbulent d’un écoulement ascendant. La figure 4.1 illustre cette question et
montre que lorsque le nombre de Grashof local atteind 10° environ, 1’écoulement devient turbulent.

Régime laminaire Avant de donner les expressions exactes du nombre de Nusselt il est intéressant, comme nous ’avions
fait en convection forcée, de comprendre 'effet du nombre de Prandtl.

e Lorsque Pr >> 1 cela correspond donc a un fluide ayant plus de facilité a diffuser la quantité de mouvement que la
chaleur. Il existe donc une couche limite thermique d’épaisseur é; (cf. Figure 4.2) dans laquelle la température est plus
chaude qu’a l'infini ou elle vaut Tj. Cette couche limite thermique est donc le siege de forces d’Archimede qui élevent
le fluide et il y a création d’un jet pariétal d’épaisseur . supérieur a d.

e Lorsque Pr << 1 l'on s’attendrait a ce que la couche limite thermique soit beaucoup plus épaisse que la couche
cinématique. Cela signifierait alors qu’il existerait une zone de fluide immobile dans laquelle la température est pourtant
supérieure a Ty. Cela est évidement impossible car la poussée d’Archimede contrarierait cet équilibre instable : on
observe en fait que les couches limites cinématiques et thermiques ont la méme épaisseur (cf. Figure 4.3).
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Figure 4.1: Convection naturelle le long d’une plaque verticale: transition a la turbulence

AZ
A
u
y
¥ |
L | _

Figure 4.2: Convection naturelle le long d’une plaque plane verticale pour Pr >> 1.




Figure 4.3: Convection naturelle le long d’une plaque plane verticale pour Pr << 1.

En résolvant le probleme de facon analytique, pour un nombre de Prandtl quelconque et pour une paroi de température

imposée, on trouve une formule unique :

_ h,z __ Pri/? 1/4
N’LLZ =\ = O, 508@G7}/

__ hL __ Pr 1/4
N’LLL =\ = 07677WGTL

Régime Turbulent : les formules ci dessus ne sont valables qu’en régime laminaire c’est & dire quand Gr < 10°
Pour Gr > 107, le régime est turbulent et MAC ADAMS propose la corrélation :

Nuy, = 0.13(Grp,.Pr)t/3

valable pour Rare [10%,10%3]

4.2 Convection naturelle sur plaque plane verticale chauffée a flux constant

Cette situation se rencontre lorsque la paroi contient par exemple une source de chaleur électrique dont la puissance est
évacuée par la paroi : le flux a la paroi est alors imposé. Les résultats suivants seront alors utilisés:

Pour 10° < Gr? Pr < 10! (régime laminaire):

Nu, = 0.6(Gr:Pr)t/®

Pour 2.10* < Gr: Pr < 101¢ (régime turbulent):

Nu, = 0.568(Gr* Pr)°-

Le nombre de Grashof local modifié s’écrit dans ce cas :

9Bz ppz  gBppzt

Gr: =
z V2

Dans cette expression, pp désigne le flux a la paroi.

A 2\
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4.3 Convection naturelle entre plaques verticales paralléles (cheminée)

e Sila longueur L>>2e, on aura un régime hydrodynamique établi.

e On cherche alors un champ de vitesse de la forme :
U, = u(y)
u, = 0
4.3.1 Condition d’existence de ce régime

Pour une plaque, nous avons vu que I’épaisseur 4 de la couche limite était donnée par :

% = Razl/4 lorsque Pr = 1(air)

Il y aura régime établi si § >> e soit %.RCLIL/4 <<1

Sous forme dimensionnelle cela s’écrit :

e <g[3AT>1/4 <1

LY4 \ av

Pour obtenir ce régime, on peut donc \, e ou AT ou /L.

4.3.2 Equations du régime établi

Les hypotheses sur le champ de vitesse imposent :
Opx* 2
NS, B2 = pogB(T —To) + ns =0
e 0T _ °T | 9°T
T.u%—a(axz 8y2)
p* désigne la pression généralisée : px = p + pogz. En 1’ absence de mouvement et de température, la solution sera bien
hydrostatique : p* = constante ; T = T.

4.3.3 Cas de deux plaques de méme température

i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

B~ |~

Figure 4.4: Convection naturelle entre deux plaques de méme température

L’équation de la chaleur se simplifie puisqu’ ici on a g—T =0
2°T oT ’
= ag :O—>8—y:cste:()

— partout ; le fluide est isotherme. Il subit la poussée d’Archimede par rapport au fluide externe a Tp . Cette

poussée sera contrée par la viscosité.
Pour la poussée : p* (x = 0)= p* (x = L) car c’est le fluide externe qui communique la pression ambiante hydrostatique
aux 2 extrémités de la cheminée. On a donc :
Op*

—— =0 d’ou N-S se simplifie :
Ox
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2 _ e2 2
2 - T |y = (7, — 7)1 (2)7]

d’ou1 le débit par unité de largeur :

+e 2 ﬁe?;
q/lz/ udy=§gy (T, — To)

—e
Bilan thermique entrée/sortie :

¢ = poCp¥(Tp — Tp) = po.C, 225 (T,, — Tp)?

Ce flux a été nécessaire pour faire passer le fluide de Ty en entrée a T}, en sortie. Il a en fait été donné dans la zone
d’établissement (dans les couches limites), seules régions ou le gradient de température & la paroi n’est pas nul. Cela explique
I’absence de L dans ’expression de ¢ .

Nombre de Nusselt : Nup = A%f%Tlo (facteur 2 car il existe 2 plaques)

La présence de L au dénominateur indique que c’est un flux conductif axial qui sert de référence; c’est en effet selon x
qu’il existe un gradient, pas selon y.
On trouve ainsi :

Raze _ hL
Nup = 5= = 7%

avec Rag, = L2721 (AT =T, — Tp)

av

4.4 Autres géométries

4.4.1 Paroi plane inclinée par rapport a la verticale

Figure 4.5: Convection naturelle le long d’une paroi inclinée

Il suffit de remplacer g par gcosf dans les formules trouvées en paroi verticale (voir Figure 4.5).

4.4.2 Cylindre vertical

e L’effet de courbure sera négligeable si I’épaisseur ¢ de la couche limite est petite devant le diametre d du cylindre :

d << d Pour un gaz (Pr ~ 1) par exemple I’étude sur plaque plane donne : % = Razl/4
La condition de courbure négligeable devient donc :
_ L
5:LRaL1/4 <<d soit : — 5 <<1
dRa;’

Introduisons le nombre de Rayleigh, Rag4, basé sur le diametre du cylindre :
3

d
Rag = RaL.ﬁ,d’oh :
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v ~

Figure 4.6: Convection naturelle le long d’un cylindre vertical

L d3/4
d Ra;/4L3/4

Si cette hypothese est satisfaite on pourra utiliser les formules obtenues pour plaque plane :
Pour lair : Nur = 0,547.Ra; 1/4 , en laminaire , Rae(104, 10%)
(Pr=0.7) Nur =0,13. Ra1/3 , en turbulent ,  Rae(10%,10'3)

<<1—=|(Rag.2)* >>1

4.4.3 Cylindre horizontal

On utilise encore le diametre d comme longueur de référence.

Avec une erreur < 15 % on prendra :
en laminaire  Nug = 0, 53. Ra1/4 Rae[103,107]

en turbulent Nug = 0,10. Ra1/3 Rae[10°,10'3]
4.4.4 Sphere
On prend Nug =2 +0, 45G7°1/4 Pri/3 Grq € [1,10°].

4.4.5 Plaques horizontales

Voir tableau 4.7. La dimension caractéristique a introduire dans le calcul du nombre de Rayleigh est la largeur de la plaque.

Nu =0,54.Ra'*  Rae[10°,107]

e Plaque chauffant vers le haut Nu = 0.14.Ral/3 Rae[107, 1019]

Nu = 0,27.Ra'/* Rae[3.10%,3.10']

e Plaque chaufant vers le bas Nu = 0.07.Ra'/3 Rae[3.101°,103]
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e .
Géomérie & atbistiqie £ Codficient C

orientaion tla pavi | powrleadad d:Gr|  Convedtion laningre Comecion tilelomis
1]Iac_|u¢laj vgrxﬁcajc
ou cylindre verti- hauteur :
caéc?égranddia- ) 0,59 9 9 0,13
e 10%<Gr. 13
a l'épmpsasrcru?-p ela (10°<Gr.Pr<10°) (10°<Gr.Pr<101°)
zone perturbée
cylindre diamétre 0,53 0.10
horizontal extérieur (103<Gr.Pr<109) (109<Gr.Pr<1013)
e s largeur 0,54 0.14
4 (105<Gr.Pr<2.107) | (2.107<Gr Pr<3.1010)
lague horizonta-
lar 0,27 0,07
lg cbaz;uffant vers geur (3.105<Gr.Pr<3.1019) (3.1010<Gr.Pr<1013)

Figure 4.7: Coefficient d’échange en convection naturelle: parois verticales ou horizontales Nu = C.Ra™. Source: Eyglunent,
Thermique théorique et pratique, Hermes
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Formulaire

Gradient d’un scalaire en coordonnées cylindriques (r, 0, 2):

12

Q)|

3

Q,
<

gTZLd f

<
[~

Q

W

.
. . L , d
Divergence d'un vecteur en coordonnées cartésiennes: divV = ‘%f + Uy + ‘%z

Divergence d'un vecteur en coordonnées cylindriques: divV = i 8(””) + i %Uj + ‘%z
Continuité en cartésien :

dp  Opv,  Opv,  Opv, 0

ot ox y oz

Continuité en cylindrique:

+ 1 a(pT'UT) + 1 B(P'U@) + a(p'UZ) =0

Equat1ons "de Nav1er Stokes en coordonnées cartésiennes (x,y, z)

% Ovy N Ovy 8vx _ @ N N 9%v, N 0%v,  0%v,
P\t "% "oy T 0z ) T Tox PlETH G2 T 2 T 922
Ovy vy vy Ovy \ v,  0%v,  O%vy,
”(at”a T, T, ) T a+p9”+“ 222 T o2 T o2
ov, I ov, L % n % _ Op n n 9%v, . 0%v,  0%v,
Bt T er T ey "0z ) T T TP TR a2 T a2 T a2
Equations de Navier Stokes en coordonnées cylindriques (r, 6, z)
% %_’_v_gavr_v_g % op N N a(avr)_v_r iazvr_2809 02v,
P\t """ ar T 00 or )T Tar TP TG e TR T 2002 T 2 a0 T 92
vy, Ovo Vo Ovo vy | Ove  10p . (10 0vy ve 10 2 0v., O
P\t T T 00 &y rog PR G e o) TR T 202 T 2 a0 T 922
ov, o ov, U_g(%z ov,\ _Op + L 10 24 sz) . i@% 0%v,
ot ar T a0 "% ez ) T Ta: TPETE\ L ar ) T2 a2 T a2

Contraintes visqueuses dans un fluide newtonien en coordonnées cartésiennes:

_ 9,0
ov
Tyy = 8_7;
v,
zZz — 2
T I 5,
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vy, Ovy ]

Tay = Tyz = K +

L Oy Oz |
[Ov,  Ov. |

T =T |y
B _ [ov, N Ovg |
TZCE_TIZ_I‘L_ax az_

Contraintes visqueuses dans un fluide newtonien en coordonnées cylindriques:

ov,
Trr = 2,“ or
0
0 = 255
ov,
Tz = 20 02
0 v 1 9v,
o= o =t |t (30)+ 15
Ovg 10w,
T =T =t 08
=y |9V O
TZ’I‘ - T’I‘Z - /’L 8/]" 82

Equations de I’ énergie en coordonnées cartésiennes (avec p et A constants):

C 8_T_|_ 8_T_|_ 8_T_|_ 8_T =\ 82_T_|_82_T_|_82_T +g+ D
PEP\ e T8 Ty T8, ) T\ aa2 Tz T 92 ) T

Equations de I’ énergie en coordonnées cylindriques:

(8T T vy OT BT) 10, 0T 1 0*°T 0T
pCr e

:A<?E(TE)+EW+W)+‘”D

avec ¢ source de chaleur interne (électrique, chimique, nucléaire, etc... en W/m3) et D puissance des forces visqueuses
(en W/m? également mais souvent negligeables) telle que:
en cartésien :

ot o T a0 TV s

D=2 % 2_|_ % 2_;’_ v 2_+ %J’_% 2_|_ 8’024_% 2+ %4_8’02 ’
=k Or dy 0z H Or dy oy 0z 0z or

en cylindrique :

Deg Ovy 2+ 3%4_& 2+ v\ 2 N _g(%)_’_lavr 2+ lavz+%2+ Bvr_i_avz 2
= or r 00 r 0z H _T[?T r r 00 H r 00 0z K 0z or

28



Bibli hi
Plusieurs des figures de ce document sont tirées des ouvrages suivants qui pourront étre consultés avec intéréet.

BEJAN A: Convection Heat Transfer, Edition Wiley.

INCROPERA F. DEWITT D.: Fundamentals of Heat and Mass Transfer.
PETIT J.P., Transfert de chaleur et de masse, Cours de I’Ecole Centrale de Paris.
FAVRE MARINET M.: Cours de Convection Thermique, ENSHMG.
EYGLUNENT B., Manuel de thermique, Hermes.

SOLLIEC C., VIAZZO S. : Cours d’Echanges Thermiques de I'Ecole des Mines de Nantes

29



